
国立情報学研究所市民講座　情報学プリンシプル系　五十嵐歩美

アルゴリズムで世の中を公平に？
ケーキ分けから家事分担まで
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ケーキ分け問題

• Cut and Choose [旧約聖書 紀元前??]
0 1

• [0,1]区間を分ける問題にモデル化 [Hugo Steinhaus, 1948]

•有界なプロトコル [Aziz-Mackenzie, FOCS 2016]

•n人エージェントでの妬みのない配分の存在 [Dubins-Spanier, 1961]



公平分割理論（Fair division）
• 公平な資源配分メカニズムを数理的に解析. 
（例：講義割当, 査読割当, タスク割当, 財産分与）
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Goldman and Procaccia, Spliddit: Unleashing Fair Division Algorithms 
ACM SIGecom Exchanges, 2014  

• 2014年にCMUの 
研究グループが開発し
た一般向けのサービス

• 開発から1週間で2万人
の人がウェブサイトを
利用



公平分割理論（Fair division）
• 公平な資源配分メカニズムを数理的に解析. 
（例：講義割当, 査読割当, タスク割当, 財産分与）

• ケーキは本当にどこでも切れるのか？ 

• 離散的なアイテム (indivisible item) の公平配分 

• 公平な配分は存在するとは限らない…

→ 近似的な公平性を達成できるか？



自身の興味や研究としての意義（高校生向け） 
興味や経緯
• 高校生のときに, 数学が好きで, 数学を使って社会に役に立つような分野は 
ないか考えていた.  

研究としての意義
• 社会との距離感が非常に近い. 

• 身近な問題に対して, 数理的に考えることで, 物事を整理しやすい.  
例えば, 家事分担を理論的に考えることができる. 

• 大学で勉強したゲーム理論や数理最適化が非常に面白く感じた. 
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モデル

配分 A = (A1, A2, …, An)

⪰ ⪰⋯ ⋯

(アイテム集合Vの分割)

A1A2 A3

1 2 3

の効用関数 u1 : 2V → ℝ
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v∈X
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ui(X) = ∑
v∈X

ui(v)

u1( ) = 11

モデル ⪰ ⪰⋯
の効用関数

加法的な効用関数

1 2 3

5 1 2 4 10

u1 : 2V → ℝ



妬みのない配分 (Foley, 1967)
 配分　　                                   がenvy-free

ui(Ai) ≥ ui(Aj)∀i, j ∈ N
自分の持ち分で得られる嬉しさ 他人の持ち分で得られる嬉しさ

A = (A1, A2, . . . , An)

⇔



どのように配分しても 
妬みが発生！

 配分　　                                   がenvy-free

ui(Ai) ≥ ui(Aj)∀i, j ∈ N
自分の持ち分で得られる嬉しさ 他人の持ち分で得られる嬉しさ

A = (A1, A2, . . . , An)

⇔

妬みのない配分 (Foley, 1967)



近似的な公平性
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妬みが高々アイテム一つ分で抑えられる. 
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2. ボブが好きな方を選ぶ.
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アリス

2人エージェントの妬みのないケーキ配分を計算
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近似的な公平性

• Cut and Choose Protocolを離散化する.   

• 2人で公平に分けるには？

2. ボブが好きな方を選ぶ.

3. アリスが残りをとる.

• n人エージェント:
EF1配分は存在し, 効率的に計算可能
(Lipton et al. 2004)

1. アリスがアイテムを 
おおよそ半分に分ける点を指定



公平性と効率性の両立
• 公平分割理論の究極的なゴール： 
公平性を満たすだけでは, 十分ではない. 

何も配分しないという配分もある意味公平. 
→ 現実には公平性と効率性との両立が求められる. 



公平性と効率性の両立
• 公平分割理論の究極的なゴール： 
公平性を満たすだけでは, 十分ではない. 

何も配分しないという配分もある意味公平. 
→ 現実には公平性と効率性との両立が求められる. 

•パレート最適性（Pareto-optimality）:  
• 効率性の尺度の一つ.  
• 全員をより幸せにする配分が存在しない状態.  
• 例：効用の和を最大化　→　パレート最適.

の嬉しさ

の嬉しさ



公平性と効率性の両立
• 効用関数が加法的である場合, 効用の積を最大化する配分は,　
EF1とパレート最適性を満たす.

max ∏
i∈N

ui(Ai) EF1&パレート最適

• 効用の積の最大化は, 2人エージェントにおいてもNP困難. 



公平性と効率性の両立
• 勝者調整プロトコルを離散化（Aziz et al. 2019）:  
2人エージェントに対し, EF1かつパレート最適な配分を計算する. 
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公平性と効率性の両立

5 4 2 1 10

10 4 4 3 5

ステップ1. 勝者と敗者を決め, 暫定的に 
勝者に全てのアイテムを配分する.  

勝者

敗者



公平性と効率性の両立

5 4 2 1 10

10 4 4 3 5

2 1 2 3 1/2効用の比

勝者

敗者

ステップ2. 敗者にとって価値が高く,   
勝者にとって価値が低いアイテムを順番に並べる.  

の効用

の効用
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公平性と効率性の両立

1 5 2 4 10

3 10 4 4 5

3 2 2 1 1/2

勝者

敗者

配分がEF1になったら終了！

効用の比
の効用

の効用



公平性と効率性の両立
• 勝者調整プロトコルを離散化（Aziz et al. 2019）:  
2人エージェントに対し, EF1かつパレート最適な配分を計算する. 
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公平性と効率性の両立
• 仮想市場を用いるアルゴリズム (Barman et al. 2018):  
n人エージェントに対し, EF1かつパレート最適な配分を計算する. 



公平性と効率性の両立

予算額$10 予算額$10 予算額$9

$3 $7 $9 $2 $8

市場均衡: 各エージェントが各々の予算の下で効用
を最大化するような, 価格と配分のペア



公平性と効率性の両立

予算額$10 予算額$10 予算額$9

$3 $7 $9 $2 $8

ほぼ同一の予算の下（差が高々アイテム一個分の価格） 
で市場均衡となる配分と価格のペア         を求める. (A, p)



公平性と効率性の両立

予算額$10 予算額$10 予算額$9

$3 $7 $9 $2 $8

ただし入力ビット長に対して指数時間かかることも…

• 仮想市場を用いるアルゴリズム (Barman et al. 2018):  
n人エージェントに対し, EF1かつパレート最適な配分を計算する. 



発展&今後の展開

• EF1は公平性の概念として弱いという意見もある. しかし, EF1より強い公平性
の概念（EFX）が存在するかどうかはわかっていない. 

今後の展開：
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• EF1は公平性の概念として弱いという意見もある. しかし, EF1より強い公平性
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発展&今後の展開

• EF1は公平性の概念として弱いという意見もある. しかし, EF1より強い公平性
の概念（EFX）が存在するかどうかはわかっていない. 

今後の展開：

ui(Ai) ≥ ui(Aj)
∀v ∈ Aj : ui(Ai) ≥ ui(Aj∖{v})

∀i, j ∈ N
または

EFX [Caragiannis et al., 2016]



発展&今後の展開

• 他の公平性の基準: Equitability, Proportionality

発展的な話題：

• ゲーム理論的な側面: エージェントが自分の好みに関して嘘をつく可能性

• 仕事の配分: アイテムが多いほど嬉しいという仮定が成立しないこともある

• EF1は公平性の概念として弱いという意見もある. しかし, EF1より強い公平性
の概念（EFX）が存在するかどうかはわかっていない. 

今後の展開：



まとめ・さいごに（高校生向け） 
• 数理にもとづいた手法を使うことで, 透明性の高い意思決定を手助けできる.  

• ルール（アルゴリズム）の透明性・説明可能性の問題.  

将来研究者になることに関心があるなら：

• 参考図書：杉原厚吉　大学教授という仕事

• 研究の世界に国境はないので, 英語はできた方が良いかも. 

• 自分の興味をとことん追求できる. 研究者になってよかったと思っています. 
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