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要旨

大規模疎なm × n行列 Aを係数行列とする最小二乗問題に対する主流の反復法は, 正規方程式に対し

て (前処理付き)共役勾配法を適用する CGLS法である.

本論文ではまず, 代案として元の最小二乗問題を, n×m行列 Bを用いて, 正方行列 ABまたは BAを

係数行列にもつ等価な最小二乗問題に変形し, 非対称正方行列を係数行列とする連立一次方程式用のロバ

ストなクリロフ部分空間反復法である一般化最小残差法 (GMRES)を適用する手法を提案する.

次に, m ≥ n(優決定), m < n(劣決定), およびランク落ちも含めた一般の場合に対して, これらの手法

が任意の右辺項 bに対して破綻することなく最小二乗解を与えるための行列 Bに関する十分条件を導く.

そして, B の例として不完全 QR分解の一つである IMGS(l)法を提案する.

最後に, フルランクな優決定および劣決定問題に対する数値実験により, 条件の悪い問題では (対角ス

ケーリングに相当する)IMGS(0)法を用いた提案手法の方が従来の前処理付き CGLS法より速く最小二

乗解を与えることを示す.
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Abstract

The most commonly used iterative method for solving large sparse least squares problems

min
x∈Rn

‖b − Ax‖2, A ∈ Rm×n is the CGLS method, which applies the (preconditioned) conjugate gra-

dient method to the normal equation ATAx = ATb.

In this paper, we consider alternative methods by using an n × m matrix B and applying the

Generalized Minimal Residual (GMRES) method, which is a robust Krylov subspace iterative method

for solving systems of linear equations with nonsymmetric coefficient matrix, to min
z∈Rm

‖b − ABz‖2 or

min
x∈Rn

‖Bb − BAx‖2.

Next, we give a sufficeint condition concerning B for the proposed methods to give a least squares
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solution without breakdown for arbitrary b, for over-determined, under-determined and possibly rank-

deficient problems. Then, as an example for B, we propose the IMGS(l) method, which is an incomplete

QR decomposition.

Finally, we show by numercial experiments on full-rank over-determined and under-determined prob-

lems that, for ill-conditioned problems, the proposed method using the IMGS(0) method, which is

equivalent to diagonal scaling, gives a least squares solution faster than previous preconditioned CGLS

methods.

Key words: least squares problems, iterative method, Krylov subspace method, GMRES method,

CGLS method, preconditioning.

1 はじめに

最小二乗問題

min
x∈Rn

‖b − Ax‖2(1)

を考える. ただし, Aは m × nの実行列で, m ≥ nと m < nの両方の場合を考えるものとする. また,

rankA ≤ min(m,n)の等号が成り立たない, いわゆるランク落ちの場合も許すものとする.

式 (1)は正規方程式

ATAx = ATb(2)

と等価である.

1.1 直接法

上記の問題 (でm ≥ nでランク落ちのない場合)に対する従来法としては, まず直接法がある. 代表的

な方法としては, まず Aを, m × nの直交行列 Q (QTQ = In)と, n × nの上三角行列 Rの積に A = QR

と分解する. 具体的には, Householder法, 修正 Gram-Schmidt法, Givens法などを用いる. すると, (2)

式は RTRx = RTQTbと等価である. また, rankA = nなら Rは正則だから, Rx = QTbから後退代入に

より, 式 (1)の最小二乗解 xが求まる.

ただし, Aが大規模で疎な場合は, メモリーと計算時間を節約する工夫が必要となる ( Björck (1996) ).

1.2 正規方程式を用いた反復法

大規模疎な問題に対しては, メモリーと計算時間の節約のため反復法が有効となる. 反復法による最小

二乗問題の従来の解法に関しては例えば Björck (1996) を参照されたい. なお, 本研究に関連する先駆的

な研究として Tanabe (1974,1975) がある.

正規方程式 (2)の係数行列 ATAは対称な正方行列であり, rankA = nなら定値なので, 正規方程式に

共役勾配法を適用する下記の Conjugate Gradient Least Squares (CGLS)法が従来主流の方法である.
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CGLS法

Choose x0.

r̃0 = AT(b − Ax0)

p0 = r̃0

for i = 0, 1, 2, . . . until ‖r̃i‖2 < ε

αi =
(r̃i, r̃i)

(pi, A
TApi)

xi+1 = xi + αipi

r̃i+1 = r̃i − αiA
TApi

βi =
(r̃i, r̃i)

(r̃i−1, r̃i−1)
pi+1 = r̃i+1 + βipi

endfor

ところで, 一般に長方形行列 Aの一般逆行列を A†, rankA = r, 最大,最小特異値を各々σ1, σr とする

と, Aの条件数は

κ(A) := ‖A‖2 ‖A†‖2 =
σ1

σr

で与えられる (例えば Björck (1996)参照). よって,

κ(ATA) =
(

σ1

σr

)2

= κ(A)2

となる.

CGLS法の収束の速さは (Aがランク落ちしている場合も含めて)Aの条件数 κ(A) に依存することが

知られている (Björck (1996)参照). 従って, 悪条件問題に対しては CGLS法そのものの収束は遅いので,

適切な前処理が必要となる. 簡便な前処理法としては, ATAの対角項を用いたスケーリングがある. その

他に, 例えば不完全コレスキー分解 ( Meijerink · van der Vorst (1977) ), 不完全 QR分解 ( Jennings ·
Ajiz (1984), Saad (1988) ), 不完全 Givens直交化 ( Bai · Duff · Wathen (2001) ), ロバストな不完全分

解 ( Benzi · Tuma (2003) ) などの手法が提案されている.

例えば不完全QR分解の例として Jennings · Ajiz (1984)による下記の不完全修正Gram-Schmidt(IMGS)

法がある.

A = [a1, . . . , an], a
(1)
i = ai (i = 1, . . . , n), τ を閾値パラメタとして,

for i = 1, 2, . . . , n

rii = ‖a(i)
i ‖2, qi =

a
(i)
i

rii
for j = i + 1, . . . , n

rij = qT
i a

(i)
j

if |rij | < τ‖ai‖2 then rij = 0

a
(i+1)
j = a

(i)
j − rijqi

endfor

endfor
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また, Saad (1988) は下記のような不完全修正Gram-Schmidt(IMGS)法を提案している.

pQ, pR をパラメタとして,

for i = 1, 2, . . . , n

rii = ‖a(i)
i ‖2, qi =

a
(i)
i

rii
Determine the pQ largest elements of qi and assign 0 to the other elements.

for j = i + 1, . . . , n

rij = qT
i a

(i)
j

Determine the pR largest rij ’s for i + 1 ≤ j ≤ n and assign 0 to the others.

a
(i+1)
j = a

(i)
j − rijqi

endfor

endfor

このようにして得られた上三角行列 R = (rij)を用いて正規方程式 (2)を

Ãx̃ = b̃,(3)

ただし,

Ã = R−TATAR−1, x̃ = Rx, b̃ = R−TATb,

と前処理し, 式 (3)に CGLS法を適用する.

1.3 正規方程式に基づかない反復法

前処理をしたとしても, 式 (3)の条件数は AR−1 の条件数の二乗なので悪条件問題に対しては収束が

まだ十分速くない可能性がある. これに対して, 張 (1989), Zhang · Oyanagi (1990, 1991)は正規方程

式に基づかないで, Aを直接扱う反復法として, n × mの写像行列 B を用いて行列 AB を係数行列とす

る系に対して, 非対称正方行列を係数とする連立一次方程式のクリロフ部分空間反復解法の一つである

Orthomin(k)法を適用する, CR-LS(k)法を提案している.

本論文では, Orthomin(k)法よりも破綻しにくい GMRES法に同様の考えを適用することから始める

( 伊藤 · 速水 (2002), 伊藤 (2003), 伊藤 · 速水 (2003) ). 次に, 行列 BAを係数行列とする系に対して

GMRES法を適用する方法を提案する ( Ito · Hayami (2004), 伊藤 · 速水 (2004), 速水 · 伊藤 (2004,

2005) ). そして, m ≥ nの場合だけでなく, m < nの場合や, Aがフルランクでない場合も含めて, 両手

法が任意の bに対して破綻することなく最小二乗解を与えるための行列 B に関する十分条件を導く. 最

後に, フルランクな優決定および劣決定問題に対する数値実験により両手法の有効性を示す.

2 GMRES法による最小二乗問題の解法

Saad · Schultz (1986) の GMRES法 (Generalized Minimal Residual method)は, 対称とは限らない

正則な行列を係数行列とする連立一次方程式のロバストなクリロフ部分空間法として知られる. そのまま

だと, 反復数の増加に伴いメモリーと計算量が膨大になるので, 下記のように k反復毎にそのときの近似
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解を初期解としてアルゴリズムを再開する (リスタートする)GMRES(k)法を使うことが多い. (k = ∞
としたのが GMRES法に相当する.)

GMRES(k)法

Choose x0.

∗ r0 = b − Ax0

v1 =
r0

‖r0‖2

for i = 1, 2, . . . , k

hj,i = (Avi, vj) (j = 1, 2, . . . , i)

v̂i+1 = Avi −
i∑

j=1

hj,ivj

hi+1,i = ‖v̂i+1‖2

vi+1 =
v̂i+1

hi+1,i

Find yi ∈ Ri which minimizes ‖ri‖2 =
∥∥ ‖r0‖2 ei − H̄i y

∥∥
2

.

if ‖ri‖2 < ε then

xi = x0 + [v1, . . . , vi]yi

stop

endif

endfor

x0 = xk

Go to ∗.

ただし, 上記で H̄i = (hpq) ∈ R(i+1)×i, ei = (1, 0, . . . , 0)T ∈ Ri+1とする.

上記で hi+1,i = 0となるとき, アルゴリズムが破綻するという. 丸め誤差がなければ, A ∈ RN×N が

正則な場合は GMRES法は破綻することなく N 反復以内に連立一次方程式 Ax = bの真の解を与える

( Saad · Schultz (1986) ). Aが特異な場合のGMRES法の振る舞いについては, 例えば Brown · Walker

(1997) や 速水 (2003) で論じられている.

さて, GMRES法を直接式 (1)の最小二乗問題に適用しようとしても, Aはm × n行列で, 初期近似解

x0 に対する残差ベクトル r0 = b − Ax0 は m次元ベクトルなので, r0 に Aをかけてクリロフ部分空間

を構成することはできない. そこで, n × m行列 B を使ってこの問題を解決するには二つの方法が考え

られる.

2.1 方法 1

まず最初の方法は 張 (1989), Zhang · Oyanagi (1990, 1991) のようにAの右からBをかけてm×m行

列 ABを構成し, m次元空間の中のクリロフ部分空間 〈 r0, ABr0, . . . , (AB)i−1r0 〉 を用いるものである.

ここで, 行列M に対してR(M)をM の像空間, N (M)をM の核空間, 部分空間 V に対して V ⊥を V

の直交補空間として以下の準備をする.

定理 2.1 任意の b ∈ Rm に対して min
x∈Rn

‖b − Ax‖2 = min
z∈Rm

‖b − ABz‖2が成り立つための必要十分条

件はR(A) = R(AB)である.
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[証明] (⇐=): 自明.

(=⇒):

R(A) �= R(AB) =⇒ R(A) ⊃ R(AB) =⇒ ∃b̃ ∈ R(A)\R(AB)

⇐⇒ ∃x̃ ∈ Rn; b̃ = Ax̃, しかし b̃ �= ABz ∀z ∈ Rm

⇐⇒ 0 = min
x∈Rn

‖b̃ − Ax‖2 < min
z∈Rm

‖b̃ − ABz‖2.

補題 2.2 R(AAT) = R(A).

[証明] R(AAT) = {Ax |x ∈ R(AT)} =
{
Ax |x ∈ N (A)⊥

}
=

{
Ax |x ∈ N (A)⊥ ∪N (A)

}
= R(A).

(例えば, ラオ (1977), p. 26の別証も参照.)

補題 2.3 R(AT) = R(B) =⇒ R(A) = R(AB).

[証明] 補題 2.2より明らか.

例えば, rankA = rankB = nならば R(AT) = R(B) = Rn が成り立つ.

そこでR(AT) = R(B)を仮定すると, 補題 2.3よりR(A) = R(AB)が成り立ち, 任意の x0 ∈ Rn に

対して Ax0 = ABz0となるような z0 ∈ Rmが存在し, r0 = b − Ax0 = r0 − ABz0となる.

そこで GMRES(k)法を使って最小二乗問題

min
z∈Rm

‖b − ABz‖2 = min
x∈Rn

‖b − Ax‖2

を解くことを考える. その際, 初期近似解 z = z0を ABz0 = Ax0となるようにとると, 下記のアルゴリ

ズムを得る.

GMRES(k)-LS法 1

Choose x0 (Ax0 = ABz0).

∗ r0 = b − Ax0 (= b − ABz0 )

v1 =
r0

‖r0‖2

for i = 1, 2, . . . , k

hj,i = (ABvi, vj) (j = 1, 2, . . . , i)

v̂i+1 = ABvi −
i∑

j=1

hj,ivj

hi+1,i = ‖v̂i+1‖2

vi+1 =
v̂i+1

hi+1,i

Find yi ∈ Ri which minimizes ‖ri‖2 =
∥∥ ‖r0‖2 ei − H̄i y

∥∥
2

.

xi = x0 + B[v1, . . . , vi]yi (⇐⇒ zi = z0 + [v1, . . . , vi]yi )

ri = b − Axi

if ‖ATri‖2 < ε stop

endfor
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x0 = xk (⇐⇒ z0 = zk )

Go to ∗.

ところで, 上記のアルゴリズムで GMRES(k)法の代わりに GMRES法を用いた方法 (k = ∞の場合)

をGMRES-LS法 1と呼ぶことにする. このGMRES-LS法 1が破綻することなく式 (1)の最小二乗解を

与えるための必要十分条件を考える.

まず, 下記の定理 ( Brown · Walker (1997), 速水 (2003) )に注意する.

定理 2.4 Ã ∈ Rm×m に対して下記が成り立つ.

GMRES法が任意のb ∈ Rmおよび任意の初期近似解z0 ∈ Rm に対して破綻することなく min
z∈Rm

‖b − Ãz‖2

の最小二乗解を与えるための必要十分条件はR(Ã) = R(ÃT)である.

次に下記が成り立つ.

定理 2.5 R(AT) = R(B)ならば,

「 R(AB) = R(BTAT) ⇐⇒ R(A) = R(BT) 」が成り立つ.

[証明] R(AT) = R(B)ならば, 補題 2.2より

R(AB) = R(AAT) = R(A), R(BTAT) = R(BTB) = R(BT).

従って, 定理 2.4で Ã = AB とおくと, 定理 2.5より, 下記を得る.

定理 2.6 R(AT) = R(B)ならば下記が成り立つ.

GMRES-LS法 1が任意の b ∈ Rmおよび任意の x0 ∈ Rnに対して破綻することなく min
x∈Rn

‖b − Ax‖2

の最小二乗解を与えるための必要十分条件はR(A) = R(BT)である.

また, 系として下記を得る.

系 2.7 R(AT) = R(B) かつ R(A) = R(BT) ならば GMRES-LS法 1は任意の b ∈ Rm および任意の

x0 ∈ Rnに対して破綻することなく min
x∈Rn

‖b − Ax‖2の最小二乗解を与える.

ここで, R(A) = R(BT)は, B がある正則な行列 C を用いて

B = CAT(4)

と表されることと等価である.

ところで, Calvetti · Lewis · Reichel (2000), Reichel · Ye (2005) は GMRES法を用いて m ≥ n の

場合の最小二乗問題を解く方法として, 行列 Aの右側に 0列ベクトルを m − n本付け足して特異行列

Ã = [A, 0]を構成し, GMRES法を

min
z∈Rm

‖b − Ãz‖2

(
= min

x∈Rn
‖b − Ax‖2

)

に適用させることを提案している.

これは, 上記のGMRES-LS法 1において B = [ In, 0 ], Ã = ABとおくことと等価である. ただし, In
は n × nの単位行列である.

従って, rankA = nならばR(AT) = R(B) = Rn は成立するが, R(A) = R(BT)は成立するとは限ら

ないので, 定理 2.6より彼らの方法は最小二乗解に到達する前に破綻する可能性がある.

7



2.2 方法 2

もう一つの方法として, 同じ n × mの写像行列 B を用いて下記のように初期残差ベクトル r0 ∈ Rm

を r̃0 = Br0 ∈ Rn に写像しておいて, n次元空間内のクリロフ部分空間 〈r̃0, BAr̃0, . . . , (BA)i−1r̃0〉を
構成し GMRES(k)法を適用する次の方法も考えられる.

GMRES(k)-LS法 2

Choose x0.

∗ r̃0 = B(b − Ax0)

v1 =
r̃0

‖r̃0‖2

for i = 1, 2, . . . , k

hj,i = (BAvi, vj) (j = 1, 2, . . . , i)

v̂i+1 = BAvi −
i∑

j=1

hj,ivj

hi+1,i = ‖v̂i+1‖2

vi+1 =
v̂i+1

hi+1,i

Find yi ∈ Ri which minimizes ‖r̃i‖2 =
∥∥ ‖r̃0‖2 ei − H̄i y

∥∥
2

.

xi = x0 + [v1, . . . , vi]yi

ri = b − Axi

if ‖ATri‖2 < ε stop

endfor

x0 = xk

Go to ∗.

この手法は

BAx = Bb(5)

に GMRES(k)法を適用するのと等価である.

ここでまず下記が成り立つ.1

定理 2.8 任意の b ∈ Rmに対して方程式 BAx = Bb が解をもち, その解が

min
x∈Rn

‖b − Ax‖2 の解となるための必要十分条件はR(A) = R(BT)である.

[証明]

(=⇒)

まず, 任意の b ∈ Rm に対して方程式 BAx = Bb が解をもつための必要十分条件は

R(BA) = R(B).(6)

つぎに, 方程式 BAx = Bb が解をもつとして, その解が min
x∈Rn

‖b − Ax‖2の解となる, すなわち, 任意

の b ∈ Rmに対して, B(b − Ax) = 0ならば, AT(b − Ax) = 0となるための必要十分条件は

N (B) ⊆ N (AT).
1この定理および証明は査読者によって大幅に改善された結果である.
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これを像空間で書けば,

R(A) ⊆ R(BT).(7)

ここで

rankBA ≤ min{rankA, rankB},

すなわち

dimR(BA) ≤ min{dimR(B),dimR(A)}

に注意すれば, (6)より, dimR(B) ≤ dimR(A)を得る. これは,

dimR(BT) ≤ dimR(A)と同値であり, (7)と合わせて, R(A) = R(BT)を得る.

(⇐=)

R(A) = R(BT) =⇒ R(BA) = R(BBT) = R(B).

また,

R(A) = R(BT) =⇒ R(A) ⊆ R(BT).

次に, 定理 2.5と双対的に下記が成立する.

定理 2.9 R(A) = R(BT)ならば,

「R(BA) = R(ATBT) ⇐⇒ R(AT) = R(B)」が成り立つ.

[証明] R(A) = R(BT)ならば, 補題 2.2より

R(BA) = R(BBT) = R(B), R(ATBT) = R(ATA) = R(AT).

さらに, 定理 2.4で Ã = BAとおき, 定理 2.9を用いると下記を得る.

定理 2.10 R(A) = R(BT)ならば下記が成り立つ.

GMRES-LS法 2が任意の b ∈ Rmおよび任意の x0 ∈ Rnに対して破綻することなく min
x∈Rn

‖b − Ax‖2

の最小二乗解を与えるための必要十分条件はR(AT) = R(B)である.

また, 下記の系が成り立つ.

系 2.11 R(A) = R(BT) かつ R(AT) = R(B) ならば GMRES-LS法 2は任意の b ∈ Rm および任意の

x0 ∈ Rnに対して破綻することなく min
x∈Rn

‖b − Ax‖2の最小二乗解を与える.

ところで, Reichel·Ye (2005) は GMRES法を用いてm ≤ nの場合の最小二乗問題を解く方法として,

行列 Aの下に 0行ベクトルを n − m本付け足して特異行列

Ã =

[
A

0

]

9



を構成し, さらに

b̃ =

[
b

0

]

として, GMRES法を

min
x∈Rn

‖b̃ − Ãx‖2

に適用させることを提案している.

これは, 上記の GMRES-LS法 2において, Im をm × mの単位行列として,

B =

[
Im
0

]

とおいて, Ã = BA, b̃ = Bb とおくことと等価である.

従って, rankA = mならばR(A) = R(BT) = Rmは成立するが, R(AT) = R(B)は成立するとは限ら

ないので, 定理 2.10より彼らの方法は最小二乗解に到達する前に破綻する可能性がある.

2.3 Bの充たすべき条件

以上をまとめると, ランク落ちの場合も含めた rankA ≤ min(m,n)の一般の場合には下記が成り立つ.

条件:

R(A) = R(BT), R(AT) = R(B)(8)

が成り立てば, 系 2.7 および系 2.11 より, GMRES-LS 法 1 および 2 は任意の b ∈ Rm および任意の

x0 ∈ Rnに対して min
x∈Rn

‖b − Ax‖2の最小二乗解を与える.

ここで, 条件 (8)は B = AT とおけば成り立つ.

次に, rankA = min(m,n)のフルランクの場合を考える.

まず, m ≥ n = rankA (優決定問題)の場合を考える.

任意の正則な行列 C ∈ Rn×n を用いて B = CAT とおくことを考える. B, AT ∈ Rn×m に対して以下

が成り立つ.

B = CAT, C ∈ Rn×n : 正則

�
BT = ACT, CT : 正則

�
R(A) = R(BT).

従って,

n = rankAT = rankA = rankBT = rankB

より

R(AT) = R(B) = Rn

も成り立つ.

10



ここで, AB ∈ Rm×m, BA ∈ Rn×n, m ≥ n だから, GMRES-LS 法 2 (BAx = Bb) を用いる方が

GMRES-LS 法 1 を用いるより反復当たりの計算量が少なくてすむ. rankA = n ならば ATA, そして

diag(ATA)は正則なので, C の簡単な例として Zhang · Oyanagi (1991)のように C := {diag(ATA)}−1

とおくことが考えられる.

次に, rankA = m ≤ n (劣決定)の場合は, 任意の正則な行列 C ∈ Rm×mを用いて B = ATC とおくこ

とを考える. B, AT ∈ Rn×m に対して以下が成り立つ.

B = ATC, C ∈ Rm×m : 正則

�
R(AT) = R(B).

従って,

m = rankA = rankAT = rankB = rankBT

より

R(A) = R(BT) = Rm

も成り立つ.

ここで, AB ∈ Rm×m, BA ∈ Rn×n, m ≤ n だから, GMRES-LS法 1 ( min
z∈Rm

‖b − ABz‖2)を用いる

方が GMRES-LS法 2を用いるより反復当たりの計算量が少なくてすむ. rankA = mならば AAT, そし

て diag(AAT)は正則なので, C の簡単な例として C := {diag(AAT)}−1 が考えられる.

3 Bの選び方

R(A) = R(BT),R(AT) = R(B)を充たす以外に, 収束を速めるには, B は AB ≈ Im または BA ≈ In
を充たすことが望ましい.

簡単な候補としては, 先にも述べたように, m ≥ n = rankAの場合は C := {diag(ATA)}−1 とおき,

rankA = m ≤ nの場合は C := {diag(AAT)}−1 とおくことがまず考えられる.

3.1 不完全QR分解

ここでは, m ≥ n = rankA(優決定)の場合に, もう少し複雑な前処理として, A = QR + E で与えられ

る不完全 QR分解の適用を検討する. ただし, Q ∈ Rm×n は直交行列の近似, R ∈ Rn×n は上三角行列,

E は誤差行列とする.

従来はこの R を式 (3)の前処理に用いて CG法を適用していたが, ここでは B = R−1QT とおいて,

GMRES(k)-LS法 1,2を適用することを考える.

例えば GMRES(k)-LS 法 2 の場合, R−1QTAx = R−1QTb に GMRES(k) 法を適用する. ここで

R−1QTAは CGLS法に対する式 (3)の Ã = R−TATAR−1 よりも条件がよいと期待される.

3.2 IMGS(l)法

不完全QR分解の一つとして, 修正Gram-Schmidt法 ( 例えば Björck (1996) )の近似として行列Qの

現在の列ベクトルを過去の l本の列ベクトルとのみ直交化させる, 下記の IMGS(l)法を考える.

11



a
(1)
i = ai (i = 1, . . . , n)

for i = 1, 2, . . . , n

rii = ‖a(i)
i ‖2, qi =

a
(i)
i

rii
for j = i + 1, . . . , min(i + l, n)

rij = qT
i a

(i)
j

a
(i+1)
j = a

(i)
j − rijqi

end

end

上記の各ステップにおいて, 各 qi は a1, . . . , an の線形結合で, 〈q1, . . . , qn〉 = 〈a1, . . . , an〉が充たさ
れるので, C̃ を正則な行列として, Q = AC̃ が成り立つ. 従って, QT = C̃TAT が成り立つ.

また, rii �= 0 (i = 1, . . . , n)より, R = (rij)も正則である.

従って, C を正則な行列として, B = R−1QT = R−1C̃TAT = CAT が成り立つ. よって, IMGS(l)法は

条件R(A) = R(BT)およびR(AT) = R(B)を充たす.

ここで, 下記が成り立つ.

補題 3.1 IMGS(0)法は B = {diag(ATA)}−1AT とおくことに相当する.

4 数値実験

最後にフルランクな問題に対する数値実験結果を示す.

4.1 優決定問題

まず, 優決定な最小二乗問題

min
x∈Rn

‖b − Ax‖2, A ∈ Rm×n (m ≥ n)

において, 係数行列 AはMATLAB 6のコマンド sprandnで生成した. その条件数や密度 (非零要素の割

合)は指定し, 非零要素の値は正規分布に従う乱数で発生し, 非零要素のパタンも乱数を用いて定めた. 具

体的には, 小さめの行列として, m = 1, 000, n = 320, 非零要素の密度が 4.9%の行列 RANDS2(条件数:

2 × 102)および RANDS6(条件数: 1 × 106)と, 大きめの行列として, m = 10, 000, n = 1, 000, 非零要素

の密度が 1.5%で, 条件数が表 1のような行列 RANDL1–RAND7を用いた.
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表 1: テスト行列の条件数 (優決定問題).

Name 条件数

RANDL1 6 × 101

RANDL2 4 × 102

RANDL3 3 × 103

RANDL4 3 × 104

RANDL5 2 × 105

RANDL6 2 × 106

RANDL7 2 × 107

bについても同様に, 各々m = 1, 000およびm = 10, 000に対して, その各成分を正規分布に従う乱数

で発生させ, b /∈ R(A)となるようにした.

手法としては, 下記の (1)–(5)を比較した.

(1) CGLS法: 正規方程式 ATAx = ATbを CG法で解く.

(2) 正規方程式に Jennings · Ajiz (1984) による IMGS法の前処理を施してから

CGLS法を適用する.

(3) 正規方程式に提案した IMGS(l)法の前処理を施してから CGLS法を適用する.

(4) IMGS(l)法により B = R−1QT を求め, GMRES(k)-LS法 1を適用する.

(5) IMGS(l)法により B = R−1QT を求め, GMRES(k)-LS法 2を適用する.

ただし,初期近似解はx0 = 0とし,収束の判定には, r = b−Axを残差として, ‖ATr‖2/‖ATb‖2 < 10−6

を用いた.

各手法のプログラムはMATLAB 6で書き, 計算機はNECの PC(AMD Atheron XP 2000+, 1.66GHz,

736MB RAM)を用いた.

(2)の Jenningsらの IMGS法における閾値としては τ = 1(正規方程式の行対角項スケーリングに相当)

が一番 (計算時間の上で)速かったが, 下記の実験では τ = 0.1とおいた. Saad (1988) の IMGS法も試み

たが, Jenningsらの方法よりさらに遅かった.

また, 提案した IMGS(l)法において lの値の最適値を調べるために, RANDS2, RANDS6に対して, (5)

の IMGS(l)法を用いた GMRES-LS法 2(リスタートなし)で lの値を変化させたところ, 各々表 2, 表 3

のように l = 0(正規方程式の行対角項スケーリングに相当)が一番速かったので下記の実験では l = 0と

おいた. これは, 補題 3.1にあるように, B = CAT, C = {diag(ATA)}−1 とおくことに相当する.
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表 2: IMGS(l)法を用いた GMRES-LS法 2での lの影響 (RANDS2).

l 前処理時間 (秒) 反復時間 (秒) 反復数 総計算時間 (秒)

0 0.02 3.88 131 3.90

1 0.81 8.30 130 9.11

10 3.46 9.19 128 12.7

50 14.2 8.41 119 22.6

100 29.5 6.12 91 35.6

200 71.0 3.17 48 74.2

300 98.4 0.92 9 99.3

320 99.9 0.52 1 100

収束判定: ‖ATr‖2/‖ATb‖2 < 10−6.

表 3: IMGS(l)法を用いた GMRES-LS法 2での lの影響 (RANDS6).

l 前処理時間 (秒) 反復時間 (秒) 反復数 総計算時間 (秒)

0 0.02 19.7 320 19.7

1 0.79 30.5 320 31.3

10 3.24 32.9 320 36.1

50 13.4 32.9 320 46.3

100 27.9 33.0 320 60.9

200 68.3 15.7 192 84.0

300 97.2 1.7 24 98.9

320 97.8 0.5 1 98.3

収束判定: ‖ATr‖2/‖ATb‖2 < 10−6.

さらに, 表 1の行列のうち, RANDL2, RANDL3に対して (IMGS(0)法を用いた)GMRES(k)-LS法 2

において, リスタートの周期 kを変化させたところ, 表 4のようになった.

表 4において, kはリスタート周期, iter, timeは各々収束に要する反復数と計算時間 (秒)を示す. ま

た, ∗は各問題で一番速かったものを示す. ただし, †はその反復数では収束しなかったことを示す. ここ

では, 反復数, 計算時間とも, リスタートを行わない方が少なかったので, 以下の実験でもリスタートなし

の GMRES法を用いた.
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表 4: GMRES(k)-LS法 2でのリスタート周期 kの影響 (優決定問題).

RANDL2 k 10 50 100 150 200 ≥ 221

iter 402 278 238 240 223 221

time 68.3 37.1 36.4 40.9 45.3 ∗32.5

RANDL3 k 10 50 100 200 300 ≥ 438

iter 1,759 983 714 582 511 438

time 317 174 142 129 132 ∗101

上段: リスタート周期, 中段: 反復数, 下段: 計算時間 (秒),

収束判定: ‖ATr‖2/‖ATb‖2 < 10−6.

まず, 図 1, 2に各々上記の RANDS2, RANDS6に対する各手法の反復数 vs. ‖ATr‖2/‖ATb‖2のグラ

フを示す. 悪条件問題 RANDS6では (5)の GMRES法 2は (2)の前処理 CGLS法や (4)の GMRES法

1よりもよい収束性を示しているのに注意されたい.
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図 1: 反復数 vs.‖ATr‖2/‖ATb‖2 (RANDS2).
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図 2: 反復数 vs.‖ATr‖2/‖ATb‖2 (RANDS6).

また, 表 5に表 1の各問題に対する各手法の比較結果を示す. 各ますの上段は収束に要した反復数を,

下段は計算時間 (秒)を示す. ただし, †はその反復数では収束しなかったことを示す.

表 5から下記のことが言える.

条件数が 101 ∼ 105の問題では (3)の IMGS(0)前処理付きのCGLS法が一番速かった. (2)の Jennings

らの IMGS前処理付きの CGLS法は反復数は少ないが, 計算時間がかかった. これは, 前処理や前進後退

代入の部分の影響と思われる.

条件数が 106, 107の条件の悪い問題では, (1)のCGLS法, (2),(3)の前処理付きCGLS法, (4)の IMGS(0)

前処理付きGMRES-LS法 1は反復数, 計算時間ともかかりすぎたのに対し, (5)の IMGS(0)前処理付き

の GMRES-LS法 2は少ない反復数と計算時間で収束した. (5)が (3)の IMGS(0)前処理付きの CGLS

法より速く収束した理由としては, GMRES法はGram-Schmidtの直交化を陽に行うのに対し, CG法は

三項漸化式により直交化を行うため, 特に悪条件問題において GMRES法は CG法より丸め誤差の影響

を受けにくいことが考えられる.

また, (5)のGMRES-LS法 2は (4)のGMRES-LS法 1より反復当たりの計算時間も少なくてすんでい

る. これは, 方法 2は n× n行列 BAに基づくクリロフ部分空間を用いているのに対し, 方法 1はm×m

行列 ABに基づくクリロフ部分空間を用いており, 今の場合 n < mの優決定の最小二乗問題を扱ってい

るためである.
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表 5: 各手法の比較 (優決定問題).

Matrix (1)CGLS (2)CGLS (3)CGLS (4)GMRES 1 (5)GMRES 2

IMGS IMGS(0) IMGS(0) IMGS(0)

RANDL1 131 19 58 59 57

5.8 623 ∗ 3.0 32.3 4.8

RANDL2 791 43 243 232 221

49.0 780 ∗ 15.9 308 32.5

RANDL3 5,227 109 586 458 438

259 1,150 ∗ 27.1 1,090 101

RANDL4 10,000 † 535 3,980 977 980

2,030 ∗ 207 6,630 470

RANDL5 10,000 † 884 7,901 981 971

2,970 ∗ 380 6,840 433

RANDL6 10,000 † 2,340 24,399 1,000 † 994

5,690 1,510 ∗ 462

RANDL7 10,000 † 4,998 51,560 1,000 † 983

11,800 3,270 ∗ 458

上段: 反復数, 下段: 計算時間 (秒), 収束判定: ‖ATr‖2/‖ATb‖2 < 10−6.

4.2 劣決定問題

次に, 劣決定な最小二乗問題

min
x∈Rn

‖b − Ax‖2, A ∈ Rm×n (m < n)

に対する数値実験結果を示す. 係数行列 Aは表 1の各行列 RANDLnを転置したもので, 以下では RAN-

DLnT とよぶことにする. 従って, m = 1, 000, n = 10, 000で, 非零要素の密度は 1.5%である. また,

RANDLnTの条件数は対応する元の行列 RANDLnの条件数と等しい. bは x∗ = (1, . . . , 1)T に対して

b = Ax∗ とおいた.

劣決定問題では rankA = mであれば, Ax = bとなる xが (無数に)存在するので収束は r = b − Ax

として ‖r‖2/‖b‖2 < 10−6 により判定した. 初期近似解は x0 = 0とした.

この問題を下記の (1)–(6)の手法で解いた.

(1) CGLS法.

(2) C = {diag(AAT)}−1 により対称に前処理した CGLS法. (IMGS(0)法により対角項スケーリング

を施した CGLS法.)

(3) GMRES-LS法 1で B = AT とおいたもの.

(4) GMRES-LS法 1で B = ATC, C = {diag(AAT)}−1 とおいたもの.

(5) GMRES-LS法 2で B = AT とおいたもの.

(6) GMRES-LS法 2で B = ATC, C = {diag(AAT)}−1 とおいたもの.
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プログラム言語と計算機は優決定問題のものと同じである.

表 6に各問題に対する各手法の比較結果を示す. 各ますの上段は反復数を, 下段は計算時間 (秒)を示

す. ただし, †はその反復数では収束しなかったことを示す.

表 6: 各手法の比較 (劣決定問題).

Matrix (1) CG (2) CG (3) GMRES 1 (4) GMRES 1 (5) GMRES 2 (6) GMRES2

diag diag diag

RANDL1T 127 57 113 56 115 58

∗ 2.05 2.50 6.25 2.81 52.3 14.3

RANDL2T 773 216 428 202 439 212

11.9 ∗ 7.22 94.9 17.0 796 182

RANDL3T 4,842 538 820 429 828 453

76.6 ∗ 19.4 629 79.8 2,920 782

RANDL4T 21,818 3,855 935 974 943 981

328 ∗ 144 1,050 1,240 4,020 4,700

RANDL5T 94,806 6,683 980 976 984 982

1,650 ∗ 236 1,240 1,140 4,200 4,790

RANDL6T 138,959 21,338 943 992 950 996

2,230 ∗ 785 988 1,360 4,350 5,160

RANDL7T 179,202 34,683 872 962 882 980

3,260 1,320 ∗ 787 1,060 3,720 4,820

上段: 反復数, 下段: 計算時間 (秒), 収束判定: ‖r‖2/‖b‖2 < 10−6.

表 6より, 反復数では (3)か (4)の GMRES-LS法 1が一番少ない反復数で収束している. 計算時間で

は, RANDL1Tから RANDL6Tの問題では (1)の CGLS法か (2)の IMGS(0)-CGLS法が一番速く収束

しているが, 条件の最も悪い RANDL7Tでは (3)の GMRES-LS法 1が一番速く収束してる. また, 前処

理をしない (1)の CGLS法と (3)のGMRES-LS法 1を比べると, 条件数が 105以上の問題では後者の方

が速く収束している. 最後に, GMRES-LS法 1と 2を比べると, 収束までの反復数は前者の方がやや少

ない上に, 劣決定問題では前者の方が扱う行列が小さく, 反復当たりの計算量が少ないため, 速く収束し

ている.

5 まとめ

GMRES法を最小二乗問題に適用する方法として, もとのm × nの係数行列 Aに対して, n × mの行

列 B を用いて, min
z∈Rm

‖b − ABz‖2 に GMRES法を適用する方法 1と, min
x∈Rn

‖Bb − BAx‖2 に GMRES

法を適用する方法 2を提案した.

また, それらの方法が任意の bに対して破綻することなく最小二乗解を与えるための行列 B に関する

十分条件を導いた. さらに, B の一例として不完全 QR分解である IMGS(l)法を提案した.

フルランクな優決定の最小二乗問題に対する数値実験によると, 条件の悪い問題では IMGS(0)を用い
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た GMRES法 2(正規方程式に行対角項スケーリングを施してから GMRES法を適用することに相当す

る)は前処理付きの CGLS法などの従来法よりも速く収束した.

また,フルランクな劣決定問題に対する数値実験でも,非常に条件の悪い問題では前処理なしのGMRES

法 1が前処理付きの CGLS法などの従来法よりも速く収束した.
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