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あらまし

• ガウスと応用数理

• 最小二乗法について

• ガウスと最小二乗法

• 最小二乗法の応用

• 最小二乗問題の反復解法



Carl Friedrich Gauss
（１７７７－１８５５）
ドイツの数学者



「数学は科学の女王であり、
数論は数学の女王である。」

• 「整数論」に関する大著

• １７９８年発行

• ガウス２４歳

「数論は数学の中でも

最も美しい」



Godfrey Harold Hardy
（１８７７－１９４７）

• ２０世紀イギリスの

「純粋」数学者

・数論が専門

・著書：「数学者の弁明」

「数学の価値はそれが
美しいかどうかにか
かっている。（役に立つ
かどうかではなく）」

（実は数論は現代の公開鍵暗号に
使われている！）



ガウスのその後
（数理工学、応用数理学者として活躍）

• 天文学：小惑星セレスの軌道の予測

（最小二乗法の発見と活用）

• 測量学：

（最小二乗法の活用,微分幾何学の構築）

・電磁気学（ガウスの定理,磁束密度の単位）

・正規分布（ガウス分布,測定の誤差論）

・連立一次方程式の解法

（ガウスの消去法,ガウス・ザイデル法）

・・・



数理工学、応用数理とは？

工学、自然、社会現象等の数学モデルを創り

（既存の数学がない場合は新たな数学を創って）
解析し、問題を解決する学問。



ドイツ旧１０マルク紙幣（表）
(1989‐2001)

• ガウスの肖像

• 正規（ガウス）分布曲線

• ゲッチンゲン大学の建物



ドイツ旧１０マルク紙幣（裏）

• ガウスが発明したヘリオトロープ（測量器具）

• ハノーヴァー地方の三角測量図



最小二乗法とは？



連立一次方程式
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連立一次方程式の解法

（ガウス）の消去法
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連立一次方程式の解法
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連立一次方程式の幾何学的解釈
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未知数の個数よりも式の数が多い場合は？
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未知数の個数よりも式の数が多い場合は？
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最小二乗法

最小化　

残差の二乗を最小化
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最小二乗解
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最小二乗解の求め方
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一般には
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正規方程式（連立一次方程式）

TA A xAATx bAT 

bAAAx TT 1)( 最小二乗解：



なぜ二乗か？
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最小二乗法の応用
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ガウスと最小二乗法

• ラプラスが「最小一乗法」を発表（１７９９）

• ガウスが小惑星Ceresの軌道予測（１８０１）

・1801年1月1日,イタリアの天文学者Piazziが発見,2月11日まで追跡

・9月にガウスが軌道を計算,予測,12月7日に予測通りに再発見

・その後最小二乗法を用いて軌道を精密に計算

・ルジャンドル,最小二乗法を発表（１８０５）

・ガウス,最小二乗法の原理を説明（１８０９）

1795年に発見したと主張。「なぜ二乗か？」をガウス分布を用いて説明。

（ガウスの消去法にも言及。） ルジャンドルの反論

・ガウス,最小二乗法の論文を発表（１８２３）

ガウス分布に限らず一般の誤差分布に対する最適性を示す。



Pierre‐Simon Laplace 
(1749‐1827)

フランスの数学者

天体力学,確率論,微分方程式論などに貢献

「ラプラス変換」



ガウスによる小惑星Ceresの軌道予測

 Wanner)Abdulle, [6](文献



ガウスの予測法

を用いる法後に非線形最小二乗法

の解法の法則と非線形方程式
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1833)-(1752
Legendre Marie-Adrien

、解析学に貢献統計学、数論、代数学

フランスの数学者。



最小二乗法の測地学への応用（ガウス）

子午線上の測地データを
もとに地球の楕円度を
計算．（１７９９）

)],7[( Stigler文献

義に用いた）１メートルの最初の定
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最小二乗法の応用(1)

カメラの位置、方向の同定

Elem. Math. 57 (2002) 55

Fig. 4.1 A photograph from the Montblanc region (Photo: G. Wanner)

corresponding space coordinates (xk , yk , zk ) from a map, where the origin for x, y is
placed arbitrarily and z are the altitudes. The task is to find out the position of the camera,
its focus and its angles of inclination. A copy of the map, the Swiss national map 1:50 000
folio 5003, can be found under http://www.unige.ch/math/folks/ hairer/polycop.html. In
Table 4.1 are given the values used in our calculations.

k ûk v̂k xk yk zk

1. Col des Grandes Jorasses −0.0480 0.0290 9855 5680 3825
2. Aiguille du Géant −0.0100 0.0305 8170 5020 4013
3. Aig. Blanche de Peuterey 0.0490 0.0285 2885 730 4107
4. Aiguille du Tacul −0.0190 0.0115 8900 7530 3444
5. Petit Rognon 0.0600 −0.0005 5700 7025 3008
6. Aiguille du Moine 0.0125 −0.0270 8980 11120 3412

Table 4.1 The data for the camera problem (in meters)

For the solution of our problem, we denote by (x̃, ỹ, z̃) the position in space of the
camera’s objective, and by �a = (a, b, c) the perpendicular vector from the objective to
the projection plane. Finally we allow the camera to be rotated around �a by an angle θ.
There are thus seven unknowns to determine. Very similar to the calculations of Gauss,
but much easier, we have, once these 7 variables fixed, to find out the relations between

 Wanner)Abdulle, [6](文献



最小二乗法の応用(2)
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最小二乗法の応用(3)
Elem. Math. 57 (2002) 59

4.4 The hanging glacier above Grindelwald
In summer 1999 a hanging glacier high up in the mountains above Grindelwald (Switzer-
land) started to advance and threatened the region below by an enormous ice fall. In
order to avoid a serious accident, a precise breaking off forecast was of great impor-
tance. Scientists from the ETH Zürich (M. Funk) therefore implanted a surveying stake
on the ice masses (see Fig. 4.6, left) and observed carefully the advancing positions of
the stake. The measured data are reproduced in Fig. 4.6 to the right. The time t = 0
corresponds to the 18th of July, 1999, at 7 a.m.
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Fig. 4.6 Left: the Grindelwald hanging glacier with the surveying stake (Photo: M. Funk, from [7]); right: the
data and the breaking off forecast

Earlier experiences with ice falls (in particular one at the Weisshorn) have shown that
the increasing speed of such ice masses satisfies a formula

v(t) = v0 +
a0

(t∞ − t)n

where n ≈ 1
2 . By integrating this, we obtain for the positions

s(t) = s0 + v0t + a0

(
(t∞ − t)1−n − t1−n

∞
n − 1

)
. (4.5)

The problem is now, to determine the unknown constants s0, v0, a0 and t∞ in such a
way, that this function approaches the measured data points with minimal least squares
error. The solutions obtained in this way are given in Fig. 4.6, and predicted the ice fall
for t∞ = 27.25, which corresponds to the 14th of August at 1 p.m. Actually, the glacier
fell the 14th of August at 2 a.m. The forecast, 5 days before the event, was thus wrong
by less than half a day. For more details, see [7].

Conclusion. After having seen, how the observations of a couple of stars have helped
to develop modern science in such an extraordinary way, we must say, really, that stars
influence our lifes, just not the way readers of horoscopes are believing.
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最小二乗問題の数値計算法

• 直接法

QR法(Golub, 1965)
（Givens(1958), Householder(1958), 
修正Gramm‐Schmidt法(Laplace(1820)…)

・反復法

CGLS法(Hestenes, Stiefel,1952),
LSQR法(Paige,Saunders,1982)

nxxx  21

（ガウス）できる。」半ば眠っていても計算
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大規模最小二乗問題の反復解法
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BA法と従来法の比較
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BA法の最小二乗問題への適用例

スプラインを用いた地形データの補間（NII, 橋爪教授作成）

未知数(パラメータ)：3,969個,  方程式(標高データ): 64,009個



まとめ

• ガウスと応用数理

• 最小二乗法について

• ガウスと最小二乗法

• 最小二乗法の応用

• 最小二乗問題の反復解法
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