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Abstract. Consider applying the Conjugate Residual (CR) method to systems of

linear equations Ax = b or least squares problems min
x∈Rn

‖b − Ax‖2, where A ∈ Rn×n

is singular and nonsymmetric.

First, we prove the following. When R(A)⊥ = ker A, the CR method can be decom-

posed into the R(A) and kerA components, and the necessary and sufficient condition

for the method to converge to the least squares solution without breaking down for

arbitrary b and initial approximate solution x0 is that the symmetric part M(A) of

A is semi-definite and rank M(A) = rankA.　 Furthermore, when x0 ∈ R(A), the

approximate solution converges to the pseudo inverse solution.

Next, for the case when R(A)⊕ker A = Rn and b ∈ R(A), the necessary and sufficient

condition for the CR method to converge to the least squares solution without breaking

down for arbitrary x0, is also derived.

Finally, we will give examples corresponding to the above two cases arising in the

finite difference discretization of two-point boundary value problems of an ordinary

differential equation.

1 はじめに

偏微分方程式の離散近似などで生じる連立一次方程式

Ax = b(1.1)

を考える. ここで係数行列 Aは n × nの実行列, x, b ∈ Rn とする. (1.1)の反復解

法で, 特に係数行列 Aが非対称な場合のクリロフ部分空間解法には, 双直交性に基づ

いた Bi-CG法 (Bi-Conjugate Gradient method)[8]や, その改良版である CGS法 (Con-

jugate Gradients-Squared method)[21], Bi-CGSTAB法 [25], QMR法 (Quasi-Minimal
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Residual method)[11], TFQMR法 (Transpose-Free Quasi-Minimal Residual method)[9]

などがある. また, (1.1)の残差 r = b − Axの最小化に基づいたアルゴリズムとして,

共役残差法 (Conjugate Residual method: CR法)[7], GCR法 (Generalized Conjugate

Residual method)[7], Orthomin(k)法 [26], GMRES法 (Generalized Minimum Residual

method)[20]などがあり, 係数行列Aが正則な場合はそれらの解法の振る舞いはよく知

られている [7, 18, 20].

一方, 例えば流体解析などで生じる偏微分方程式の離散近似では, 全周ノイマン条件

など, 境界条件によっては, 得られる連立一次方程式の係数行列は特異になる [27, 14].

また, 辺要素を用いた有限要素法による電磁界解析においても特異な系が生じることが

知られている [2, 19, 15]. さらに, 有限要素法で冗長な内挿関数を用いる場合などにも

特異な系を扱う [22]. また, 待ち行列網の解析などで生じる確率行列の定常確率ベクト

ルの計算に於いても特異な系を扱う必要がある [24, 10, 4]. このような特異な系に対し

ては, 連立一次方程式 (1.1)に解が存在しない可能性があるので, 問題を最小二乗問題

min
x∈Rn

‖b − Ax‖2 としてとらえた方がより一般的である.

このような特異な系に対する反復解法の特性については, 線型定常反復法に関しては

例えば [23, 5]の研究があり, 半反復法 (semi-iterative method)に関しては [6]がある. 一

方, クリロフ部分空間法の振る舞いについては, 共役勾配法に関する [17, 24, 16]の研

究, 双直交性に基づいた手法に関しては, Bi-CG法, CGS法, Bi-CGSTAB法に関する

[27, 14]や, QMR法や TFQMR法に関する [10, 28] などの研究がある. また, 残差の最

小化に基づいた手法に関する研究には, GMRES法に関する [3], Orthomin(k)法に関す

る [29], そして共役残差法 (CR法)に関する [14, 1]の研究がある. 系が特異な場合, 双直

交性に基づいた手法は発散する場合があり, 収束を保証するには [27, 14]にあるように,

系に修正を施す必要がある. 一方, 残差の最小化に基づいた方法では, その原理からし

て, そのような修正を行わないでも残差が単調に減少することが期待される [1].

そこで, 本論文では [1]にならってCR法に着目し, そこでの特異な系に対するCR法

の収束性の議論を修正し, R(A)⊥ = kerAの場合は,共役残差法 (CR法)をR(A)と ker A

の成分に分離できることを示し, CR法が任意の初期近似解に対して破綻なく収束する

ための必要十分条件を導く. さらに, R(A)⊕ ker A = Rnでかつ b ∈ R(A)の場合も, CR

法が任意の初期近似解に対して破綻なく収束するための必要十分条件を導く [12, 13]. 最

後に, 特異な系の例として [1]の常微分方程式の 2点境界値問題の例をとりあげ, 上記の
条件の成否を検証する.

なお, 本論文では以下の記号を用いる.

〈v1, · · · , vm〉 : ベクトル v1, · · · , vmによって張られる部分空間.

V ⊥ : Rnの部分空間 V の直交補空間.

V ⊕ W : 部分空間 V と部分空間W の直和.

また, 任意の n次の実正方行列Xに対して,

R(X): 行列Xの像空間, つまりXの列ベクトルの張る部分空間,
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ker X: 行列Xの零空間, つまり, Xv = 0となるベクトルv ∈ Rn の成す部分空間,

M(X) :=
X + XT

2
: 行列Xの対称部,

λmin(X): 行列 Xの固有値のうち絶対値が最小となる固有値,

λ+
min(X): 行列Xの 0ではない固有値のうち絶対値が最小となる固有値,

λmax(X): 行列Xの固有値のうち絶対値が最大となる固有値,

とする.

2 正則な系に対するCR法とその収束性

はじめに, 文献 [7, 18, 1]に沿って, 正則な系に対する CR法のアルゴリズムとその収

束性について述べる.

(対称とは限らない) n × nの正則な実行列Aを係数行列, b ∈ Rnを右辺, x ∈ Rnを

解とする連立一次方程式

Ax = b(2.1)

に対して, CR法のアルゴリズム [7]は次のように与えられる.

CR法のアルゴリズム

初期近似解 x0を選ぶ.

r0 = b − Ax0

p0 = r0

i = 0, 1, . . .に対して残差 (r)が収束するまで以下を繰り返す.

αi =
(ri, Api)

(Api, Api)

xi+1 = xi + αi pi

ri+1 = ri − αiApi

βi = −(Ari+1, Api)

(Api, Api)

pi+1 = ri+1 + βi pi

(2.2)

まず, 次の補題に注意する.

補題 2.1 行列Aの対称部M(A)が定値ならば行列Aは正則である. �
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[証明 ] (x, Mx) = 1
2
(x, Ax) + 1

2
(x, ATx) = (x, Ax)である. ここでAが正則でないと

すると, ∃x �= 0; Ax = 0. 従って, そのようなx �= 0に対して (x, Mx) = (x, Ax) = 0と

なり, M の定値性に矛盾する. 従って, Aは正則である.

さて, 係数行列Aが正則なとき, CR法の残差ベクトルが 0に収束するための十分条

件は, 次の定理で与えられる [7, 18].

定理 2.2 係数行列Aの対称部M(A)が定値であるならば, 次のいずれかが成り立つ.

1. ある l ≥ 0が存在して, pi �= 0 (0 ≤ i < l), rl = 0となる. さらに, 0 ≤ i < l に対

して　　　　
‖ri+1‖2

2

‖ri‖2
2 ≤ 1 − {λmin(M(A))}2

λmax(ATA)
(2.3)

が成り立つ.

2. 全ての i ≥ 0に対してpi �= 0,かつ ri �= 0であって, 式 (2.3)が成り立つ. �

ところで, 次の補題が成り立つ.

補題 2.3 M(A) :=
A + AT

2
が定値でない =⇒ ∃v �= 0 ; (v, Av) = 0. �

[証明 ] (x, M(A)x) = (x, Ax)より, M(A)が 0の固有値をもつ場合は, 対応する固有

ベクトルを x �= 0とおくと, ∃x �= 0 ; (x, Ax) = (x, M(A)x) = 0.

M := M(A) : 不定値とすると, M は対称行列だからその固有値は全て実数で,

∃λ1 > 0, ∃v1 ; ‖v1‖ = 1 ; Mv1 = λ1v1,

∃λ2 < 0, ∃v2 ; ‖v2‖ = 1 ; Mv2 = λ2v2 .

ここで, λ1 �= λ2 より (v1, v2) = 0. 従って, c �= 0を任意の定数として,

x := c
(√−λ2v1 +

√
λ1v2

)
とおくと, x �= 0で, (x, Ax) = (x, Mx) = 0.

この補題を用いると, CR法が破綻することなく収束するための必要十分条件を与え

る次の定理が導かれる [1].　ただし,「破綻」とは「CR法のアルゴリズムにおけるパラ

メータαiの分母 (Api, Api)が 0となり, 計算が続行できなくなること」である.

定理 2.4 係数行列Aが正則であるとき, C1–C3は同値である.

(C1) 任意の初期近似解x0に対して, CR法は破綻せず, かつ収束する.

(C2) 任意の初期近似解x0に対して, CR法は破綻しない.

(C3) 係数行列Aの対称部M(A)が定値である. �
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[証明 ] (C1) =⇒ (C2) は自明.

(C2) =⇒ (C3) を対偶によって示す. M(A)が定値でないとすると, 補題 2.3より
∃v �= 0; (v, Av) = 0. そこで, CR法のアルゴリズム (2.2)において初期近似解を

x0 = A−1(b − v)ととると r0 = b − Ax0 = v �= 0 となる. 従って, p0 = r0 = v �= 0よ

り (r0, Ap0) = (v, Av) = 0となる. 一方, p0 �= 0 より (Ap0, Ap0) �= 0なので

α0 =
(r0, Ap0)

(Ap0, Ap0)
= 0 を得る. 従って r1 = r0 �= 0, β0 = − (Ar1, Ap0)

(Ap0, Ap0)
= −1. よって,

p1 = r1 − p0 = 0となり, r0 = r1 �= 0 なのに p1 = 0となり, i = 1において α1の分母
は 0となり, CR法のアルゴリズムは破綻する.

(C3) =⇒ (C1)が定理 2.2であった.

3 特異な系に対するCR法の収束性

次に, 文献 [1]に沿って, 連立一次方程式 ( 2.1 )の一般化として, 正則とは限らない

n × n行列Aと, b ∈ Rn に対する最小 2乗問題

min
x∈Rn

‖b − Ax‖2(3.1)

に対するCR法の収束性を考える. ただし, 以下では rankA = dim R(A) = r > 0とする.

文献 [1]では,

q1, · · · , qr : R(A)の正規直交基底,

qr+1, · · · , qn : R(A)⊥の正規直交基底

とおき,

Q1 := [ q1, · · · , qr] : n × r行列,

Q2 := [ qr+1, · · · , qn] : n × (n − r)行列,

Q := [ Q1, Q2] : n × nの直交行列,

従って QTQ = QQT = In (Inは n次の単位行列),

(3.2)

として, 係数行列Aを

QTAQ =


 Q1

TAQ1 Q1
TAQ2

0 0


 =


 A11 A12

0 0




により直交変換し, CR法のアルゴリズムをR(A)とR(A)⊥の成分に分離することによ

り, 特異な系に対するCR法の収束性を論じている. ただし, A11 := Q1
TAQ1,

A12 := Q1
TAQ2である. その際, 文献 [1]では r × r行列A11は正則であるとしている.

また, 分離を可能にするために

条件A : A12 = Q1
TAQ2 = 0
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という条件を仮定している.

しかし, これには二つの問題点がある. まず, 行列A11は正則であるとは限らない. 更

に, 上記の条件Aの意味が明らかでない. そこで, 本論文ではまずこれらの二点を修正

する. そして, 文献 [1]に沿って特異な系に対するCR法の収束性を論じ直す.

3.1 A11が正則であるための必要十分条件

まず, A11が正則でない例をあげる. 例えば,

A =




0 1 0

0 0 0

0 0 1




とし, e1 := (1, 0, 0)T, e2 := (0, 1, 0)T, e3 := (0, 0, 1)T とおくと,

Ae1 = 0, Ae2 = e1, Ae3 = e3 となる.

従って, R(A) = 〈e1, e3〉で r = 2となり, R(A)⊥ = 〈e2〉である. 因みに,

(ker A)⊥ = 〈e2, e3〉, ker A = 〈e1〉 となり, R(A) �= (ker A)⊥, R(A)⊥ �= kerAである.

そこで, q1 = e1, q2 = e3, q3 = e2とおき, Q1 = [q1, q2] = [e1, e3], Q2 = [q3] = [e2]

とおくと,

A11 = Q1
TAQ1 =


 e1

T

e3
T







0 1 0

0 0 0

0 0 1




[
e1 e3

]
=


 0 0

0 1




となり, A11は正則でない.

また, このとき

A12 = Q1
TAQ2 =


 e1

T

e3
T







0 1 0

0 0 0

0 0 1


 [e2] =


 1

0


 �=


 0

0


 .

実は, 以下の定理が成り立つ.

定理 3.1 A11 = Q1
TAQ1 :正則 ⇐⇒ R(A)⊥ ⊕ ker A = Rn . �

[証明 ]

Q1
TAQ1 :正則

⇐⇒ Q1
T[ Aq1, · · · , Aqr] =

[
Q1

T Aq1, · · · , Q1
TAqr

]
: 正則

⇐⇒
[

r∑
i=1

ci (Q1
TAqi) = 0 =⇒ c1 = · · · = cr = 0

]
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⇐⇒
[
Q1

TA

(
r∑

i=1

ciqi

)
= 0 =⇒ c1 = · · · = cr = 0

]

⇐⇒
[
A

(
r∑

i=1

ciqi

)
∈ R(A) ∩ R(A)⊥ =⇒ c1 = · · · = cr = 0

]

⇐⇒
[
A

(
r∑

i=1

ciqi

)
= 0 =⇒ c1 = · · · = cr = 0

]

⇐⇒
[

r∑
i=1

ciqi ∈ ker A =⇒ c1 = · · · = cr = 0

]

⇐⇒ [x ∈ R(A) ∩ ker A =⇒ x = 0]

⇐⇒ R(A) ∩ ker A = {0}
⇐⇒ R(A) ⊕ ker A = Rn .

さらに, 次の定理が成り立つ.

定理 3.2 A12 = Q1
TAQ2 = 0 ⇐⇒ R(A)⊥ = kerA . �

[証明 ]

Q1
TAQ2 = 0

⇐⇒ Q1
T[ Aqr+1, · · · , Aqn] = 0

⇐⇒ Aqj ∈ R(A)⊥ (r + 1 ≤ j ≤ n)

⇐⇒ Aqj ∈ R(A) ∩ R(A)⊥ = {0} (r + 1 ≤ j ≤ n)

⇐⇒ 〈qr+1, · · · , qn〉 = ker A

⇐⇒ R(A)⊥ = ker A .

定理 3.2よりR(A)⊥ = ker AはA12 = 0と同値であり, 次節で示すように, 変換QTAQ

によりCR法が分離できるための必要十分条件となっている.

また, 定理 3.1より次の系を得る.

系 3.3 R(A)⊥ = kerA =⇒ A11 :正則 . �

[証明 ] R(A)⊥ = ker A =⇒ R(A) ⊕ ker A = Rn ⇐⇒ A11 : 正則 .

ところで, 一般に次の補題が成り立つ.

補題 3.4 R(A)⊥ = kerAT . �

[証明 ]

x ∈ R(A)⊥

⇐⇒ (ATx, y) = (x, Ay) = 0 ∀y ∈ Rn

⇐⇒ ATx = 0
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⇐⇒ x ∈ ker AT .

従って, 次の補題を得る.

補題 3.5 以下の (1), (2), (3), (4)は同値である.

(1) R(A)⊥ = ker A ,

(2) A12 = 0 ,

(3) ker AT = ker A ,

(4) R(AT) = R(A) . �

[証明 ] (1) ⇐⇒(2)は定理 3.2. (1) ⇐⇒ (3)は補題 3.4より明らか. (1) ⇐⇒ (4)は, 補

題 3.4をATに適用するとR(AT)⊥ = ker Aだから,

R(A)⊥ = kerA ⇐⇒ R(AT)⊥ = R(A)⊥ ⇐⇒ R(AT) = R(A) より示される.

以下に条件R(A)⊥ = kerAをみたす簡単な例 [3]をいくつか挙げる. まず, 定理 3.2よ
り次の系を得る.

系 3.6 AT = A =⇒ R(A)⊥ = ker A . �

[証明 ]

AT = A

=⇒ 
 A11

T 0

A12
T 0


 =

(
QTAQ

)T
= QTATQ = QTAQ =


 A11 A12

0 0




=⇒ A12 = 0

⇐⇒ R(A)⊥ = kerA .

従って, 対称行列Aは条件R(A)⊥ = kerAをみたしている. より一般的には, 正規行

列も上記の条件をみたしている.

補題 3.7 A : 正規 =⇒ R(A)⊥ = ker A . �

[証明 ] Aが正規行列とすると,

x ∈ kerA ⇐⇒ Ax = 0 ⇐⇒ (Ax, Ax) = 0 ⇐⇒ (ATAx, x) = 0

⇐⇒ (AATx, x) = 0 ⇐⇒ (ATx, ATx) = 0 ⇐⇒ ATx = 0 ⇐⇒ x ∈ ker AT.

従って, ker A = ker ATとなるからR(A)⊥ = ker Aを得る.

最後に, 正則行列も上記の条件をみたすことは次の補題からわかる.

補題 3.8 A : 正則 =⇒ R(A)⊥ = ker A. �

[証明 ] A : 正則 =⇒ R(A)⊥ = ker A = {0}.
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3.2 CR法のR(A), kerAへの分離

従って, 条件「R(A)⊥ = ker A」が成り立つときに限り,

Ã = QTAQ =


 A11 0

0 0


(3.3)

となり, そのときA11 = Q1
TAQ1は正則である.

そこで, 以下ではこの条件のもとで, [1]と同様にしてCR法のアルゴリズムが部分空

間R(A)とその直交補空間R(A)⊥ = kerAに分離可能であることを示す. そして, CR法

の残差の収束性が分離されたCR法におけるR(A)成分の残差の収束性と一致すること

を示す. さらに, R(A)成分に関するCR法の収束定理を導く.

式 (3.2)のようにおくと, (2.2)の CR法のアルゴリズムで用いられているベクトル

x, p, b, r (添え字は省略)は, 以下のようにR(A)の成分 (より正確には, q1, q2, · · · , qr で

展開して得られる成分. x1, p1, b1, r1で表す.)とR(A)⊥ = ker Aの成分 (より正確には,

qr+1, qr+2, · · · , qnで展開して得られる成分. x2, p2, b2, r2で表す.)とに分離される.

x̃ = QTx =


 Q1

Tx

Q2
Tx


 =


 x1

x2


 , x = Qx̃ = Q


 x1

x2


 .

p̃ = QTp =


 Q1

Tp

Q2
Tp


 =


 p1

p2


 , p = Qp̃ = Q


 p1

p2


 .

(3.4)

b̃ = QTb =


 Q1

Tb

Q2
Tb


 =


 b1

b2


 , b = Qb̃ = Q


 b1

b2


 .

r̃ = QTr =


 Q1

Tr

Q2
Tr


 =


 r1

r2


 , r = Qr̃ = Q


 r1

r2


 .

(3.5)

ここで, 残差ベクトル r = b − Ax に注目すると,

r̃ = QTr = QTb − QTAx だが,

QTAx = QTAQx̃ =


 A11 0

0 0





 x1

x2


 =


 A11x

1

0




より,

r̃ =


 r1

r2


 = QTr = QTb − QTAx =


 b1 − A11x

1

b2


(3.6)
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となる. 従って, (3.1)の最小 2乗問題において

‖b − Ax‖2
2 = ‖r‖2

2 = rTr = rTQQTr = (QTr)TQTr

= r̃Tr̃ = ‖r1‖2
2
+ ‖r2‖2

2
= ‖r1‖2

2
+ ‖b2‖2

2

≥ ‖b2‖2
2

(3.7)

である. ここで, A11は正則なので, 式 (3.6)より x1 = A11
−1b1 のとき r1 = 0 となる

から,

min
x∈Rn

‖b − Ax‖2
2 = ‖b2‖2

2

である. よって,

‖r1‖2
2

= ‖r‖2
2 − min

x∈Rn
‖b − Ax‖2

2(3.8)

を得る.

さて, 式 (3.3),(3.4),(3.5)に注意すれば (2.2)の CR法のアルゴリズムの x, r, p の更

新式は次のようにR(A)と ker Aの成分に分離される.

x1
i+1 = x1

i + αip
1
i x2

i+1 = x2
i + αip

2
i

r1
i+1 = r1

i − αiA11p
1
i r2

i+1 = r2
i = b2

p1
i+1 = r1

i+1 + βip
1
i p2

i+1 = r2
i+1 + βip

2
i = b2 + βip

2
i

また,

(r, Ap) = (Qr̃, AQp̃) = r̃TQTAQp̃

=
[
r1T

, r2T
] 

 A11 0

0 0





 p1

p2


 = (r1, A11p

1),

(Ap, Ap) = (AQp̃, AQp̃) = p̃TQTATAQp̃ = p̃TQTATQQTAQp̃ = (Ãp̃, Ãp̃),

ただし,

Ãp̃ =


 A11 0

0 0





 p1

p2


 =


 A11p

1

0


 ,

従って,

(Ap, Ap) = (A11p
1, A11p

1).

さらに,

(Ar, Ap) = (AQr̃, AQp̃) = r̃TQTATQQTAQp̃

= (Ãr̃, Ãp̃) = (A11r
1, A11p

1).

これらより,

αi =
(ri, Api)

(Api, Api)
=

(r1
i , A11p

1
i )

(A11p1
i , A11p1

i )
,

および

βi = −(Ari+1, Api)

(Api, Api)
= −(A11r

1
i+1, A11p

1
i )

(A11p1
i , A11p1

i )
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を得る.

以上をまとめると, 条件: R(A)⊥ = ker AのもとでR(A)成分と ker A成分に分離され

たCR法のアルゴリズムは次のようになる.

分離されたCR法のアルゴリズム

初期近似解x0を選ぶ.

R(A)成分 kerA成分

b1 = Q1
Tb b2 = Q2

Tb

x1
0 = Q1

Tx0 x2
0 = Q2

Tx0

r1
0 = b1 − A11x

1
0 r2

0 = b2

p1
0 = r1

0 p2
0 = b2

i = 0, 1, . . .に対して残差のR(A)成分 (r1)が収束するまで以下を繰り返す.

αi =
(r1

i , A11p
1
i )

(A11p
1
i , A11p

1
i )

x1
i+1 = x1

i + αip
1
i x2

i+1 = x2
i + αip

2
i

r1
i+1 = r1

i − αiA11p
1
i r2

i+1 = b2

βi = −(A11r
1
i+1, A11p

1
i )

(A11p
1
i , A11p

1
i )

p1
i+1 = r1

i+1 + βip
1
i p2

i+1 = b2 + βip
2
i

(3.9)

上記のアルゴリズムの内, R(A)成分に関する部分は, 連立一次方程式

A11x
1 = b1(3.10)

に適用した CR法と解釈できる. (定理 3.1より, 条件:R(A)⊥ = ker Aのもとでは行列

A11は正則であることに注意.) 一方, ker A成分の残差ベクトル r2
i は常に式 (3.1)の最小

2乗残差 b2に等しい. (式 (3.7)参照.) 従って, 分離されたCR法のアルゴリズム (3.9)の

残差の収束性は, 式 (3.10)に対するCR法のアルゴリズムにおける残差 r1の収束性と一

致する. よって, 定理 2.2より, 分離されたCR法の収束性に関して次の補題を得る.

補題 3.9 係数行列 A11 = Q1
TAQ1の対称部M(A11)が定値であるとき, 次のいずれか

が成り立つ.
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1. ある l ≥ 0が存在して, p1
i �= 0 (0 ≤ i < l), r1

l = 0となる. さらに, 0 ≤ i < l に対

して　　　　
‖r1

i+1‖2
2

‖r1
i ‖2

2 ≤ 1 − {λmin(M(A11))}2

λmax(AT
11A11)

(3.11)

が成り立つ.

2. 全ての i ≥ 0に対してp1
i �= 0,かつ r1

i �= 0であって, 式 (3.11)が成り立つ. �

3.3 R(A)⊥ = kerAの場合の収束定理

次に, [1]と同様にして, 補題 3.9を特異な系に対するCR 法の収束定理へ拡張する. そ

のためにまず以下の補題を示す.

補題 3.10 R(A)⊥ = kerAなら, v1 := Q1
Tv = 0 ⇐⇒ Av = 0. �

[証明 ]

v1 = Q1
Tv =




q1
T

...

qr
T


 v = 0 ⇐⇒ v ∈ R(A)⊥ = ker A ⇐⇒ Av = 0.

補題 3.11 R(A)⊥ = kerAかつM(A11)が正則なら, λmin(M(A11)) = λ+
min(M(A)). �

[証明 ] R(A)⊥ = ker Aなら, 式 (3.3)が成り立つので,

QTATQ =


 A11

T 0

0 0


 .

従って

QTM(A)Q =


 M(A11) 0

0 0


(3.12)

を得る.　よって

QT{M(A) − λI}Q = QTM(A)Q − λI

より

det QT det{M(A)−λ I} detQ = det{QTM(A)Q−λ I} = det


 M(A11) − λ Ir 0

0 −λ In−r




(3.13)

を得る. 従って,

M(A)の固有値の集合 = M(A11)の固有値の集合 ∪ {0}
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である. さらに,仮定よりM(A11)は正則だからM(A11)は0の固有値をもたない. よって

λmin(M(A11)) = λ+
min(M(A))

を得る.

同様にして次の補題が成り立つ.

補題 3.12 R(A)⊥ = kerAのとき,

M(A11) :定値 ⇐⇒「M(A) : 半定値, rank M(A) = rankA」. �

[証明 ] 補題 3.11と同様に, R(A)⊥ = ker Aより ( 3.12 ) および ( 3.13 )が成り立つから,

M(A11) :定値 ⇐⇒ M(A) : 半定値, rank M(A) = rankA = rは明らか.

補題 3.13 R(A)⊥ = kerAなら, λmax(A11
TA11) = λmax(A

TA) . �

[証明 ] R(A)⊥ = ker Aなら式 (3.3)が成り立つので,

QTAATQ = (QTAQ)(QTATQ) =


 A11 0

0 0





 A11

T 0

0 0


 =


 (A11A11

T) 0

0 0




を得る. 従って,

AATの固有値の集合 = A11A11
Tの固有値の集合 ∪ {0}

となり,

λmax(A11
TA11) = λmax(A

TA)

を得る.

式 (3.8)及び補題 3.9,補題 3.10, 補題 3.11,補題 3.13より, 特異な係数行列に適用した

CR法に関する次の収束定理を得る. (文献 [1]の定理 3.1と若干異なる.)

定理 3.14 R(A)⊥ = kerAかつA11 := Q1
TAQ1の対称部M(A11)が定値のとき, 次のい

ずれかが成り立つ.

1. ある l ≥ 0が存在して, Api �= 0 (0 ≤ i < l), Arl = 0となる. これは, 最小 2乗解が

得られていることを意味する. さらに, 0 ≤ i < l に対して　　　　

‖ri+1‖2
2 − min

x∈Rn
‖b − Ax‖2

2

‖ri‖2
2 − min

x∈Rn
‖b − Ax‖2

2 ≤ 1 − {λ+
min(M(A))}2

λmax(ATA)
(3.14)

が成り立つ.
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2. 全ての i ≥ 0に対してApi �= 0,かつ Ari �= 0であって, 式 (3.14)が成り立つ. �

[注意] 補題 3.12より, 上記定理の条件のうち「A11 := Q1
TAQ1の対称部M(A11)が定

値」は「M(A)が半定値かつ rank M(A) = rankA」で置き換えることができる.

さらに, 補題 2.3 に注意すると, 定理 3.14を利用して, [1]と同様にして一般の実正方

行列Aに関して, 任意の右辺 bに対してCR法が破綻することなく収束するための必要

十分条件に関する次の定理を得る. (ただし, C4の条件は本論文で新たに加えた.)

定理 3.15 以下のC1–C4は同値である.

(C1) 任意の右辺項 b (ただし, 初期近似解 x0は固定する)に対して,

CR法は破綻せず, かつ残差のR(A)成分が 0に収束する.

(C2) 任意の右辺項 b (ただし, 初期近似解 x0は固定する)に対して,

CR法は破綻しない.

(C3) A11 := Q1
TAQ1の対称部M(A11)が定値, かつR(A)⊥ = ker Aである.

(C4) Aの対称部M(A)が半定値, かつ rank M(A) = rankA,

かつR(A)⊥ = ker Aである. �

[証明 ] ( C3 ⇐⇒ C4 以外は文献 [1]の定理 3.3の証明とほぼ同じ.)

C1 =⇒ C2 は自明.

C2 =⇒ C3 を対偶によって示す. すなわち, 「M(A11)が定値でない, または

R(A)⊥ �= kerAならば, ある右辺項 bに対してCR法が破綻する」ことを示す.

(ケース 1) M(A11)が定値でない場合.

M(A11)が定値でないと仮定すると, 補題 2.3より ∃v �= 0 ; (v, A11v) = 0. そこで, こ

のような v に対して右辺項 bを

b = Q


 b1

b2


 ,


 b1

b2


 =


 v + Q1

TAx0

Q2
TAx0




ととれば,

r1
0 = Q1

Tr0 = Q1
T(b − Ax0) = b1 − Q1

TAx0 = v,

r2
0 = Q2

Tr0 = Q2
T(b − Ax0) = b2 − Q2

TAx0 = 0

とできる. このとき,

(r0, Ap0) = (r0, Ar0) = r0
TAr0 = (Qr̃0)

TAQr̃0

=
[
r1

0
T
, r2

0
T
] 

 A11 A12

0 0





 r1

0

r2
0


 =

[
r1

0
T
, r2

0
T
] 

 A11r
1
0 + A12r

2
0

0



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= (r1
0, A11r

1
0 + A12r

2
0) = (r1

0, A11r
1
0) + (r1

0, A12r
2
0) = (v, A11v) = 0.

今, r1
0 = v �= 0 =⇒ r̃0 =


 v

0


 �= 0 =⇒ r0 = Qr̃0 �= 0である. 従って, もし r0 �= 0

にもかかわらず, (Ap0, Ap0) = 0 とすると, ( 2.2 )のCR法は i = 0で破綻する.

一方, (Ap0, Ap0) �= 0とすると, α0 =
(r0, Ap0)

(Ap0, Ap0)
= 0, 従って r1 = r0 = p0 �= 0,

β0 = − (Ar1, Ap0)

(Ap0, Ap0)
= −(Ap0, Ap0)

(Ap0, Ap0)
= −1, p1 = r1 + β0p0 = p0 − p0 = 0 となる. 従っ

て, CR法は, i = 1において r1 �= 0 にもかかわらず, α1の分母 (Ap1, Ap1) = 0となり,

破綻する.

(ケース 2) M(A11)が定値, かつR(A)⊥ �= kerAの場合.

定理3.2よりA12 �= 0. 従って, ∃i, j; (A12)i,j �= 0.そこで, v1 = (v1,1, . . . , v1,k, . . . , v1,r)
T;

v1,k = δik, 及び v2 = (v2,1, . . . , v2,k, . . . , v2,n−r)
T; v2,k = δjkとおくと,

vT
1 A12v2 = (A12)i,j �= 0. つまり, (v1, A12v2) �= 0となるような v1 �= 0, v2 �= 0が存在

する.

そこで, このような v1, v2に対して, 右辺項 bを

b = Q


 b1

b2


 ,


 b1

b2


 =


 v1 + Q1

TAx0

εv2 + Q2
TAx0




ととれば,

r1
0 = Q1

Tr0 = Q1
T(b − Ax0) = b1 − Q1

TAx0 = v1,

r2
0 = Q2

Tr0 = Q2
T(b − Ax0) = b2 − Q2

TAx0 = εv2

となる. そこで, ε = −(v1, A11v1)

(v1, A12v2)
とおくと,

(r0, Ap0) = (r1
0, A11r

1
0) + (r1

0, A12r
2
0) = (v1, A11v1) + ε(v1, A12v2) = 0

となる.

今, r1
0 = v1 �= 0 =⇒ r0 = Q


 r1

0

r2
0


 �= 0. 従って, Ap0 = Ar0 = 0とすると, ( 2.2 )の

CR法は i = 0 で破綻する.

一方, Ap0 �= 0とすると, α0 = 0, 従って r1 = r0 = p0 �= 0,

β0 = − (Ar1, Ap0)

(Ap0, Ap0)
= −1, p1 = r1 + β0p0 = p0 − p0 = 0 となり, CR法は, i = 1にお

いて r1 �= 0 にもかかわらず, α1の分母が 0となり, 破綻する.

従って, C2 =⇒ C3 が示された.

C3 =⇒ C1 が補題 3.9 (定理 3.14)であった.

また, C3 ⇐⇒ C4 は補題 3.12による.

従って, C1–C4 は同値である.
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本論文ではさらに, R(A) = kerAの場合に, 任意の初期近似解 x0 に対して CR法が

破綻せず, かつ残差のR(A)成分が 0に収束するための以下の必要十分条件に関する次

の定理を示す.

定理 3.16 R(A)⊥ = kerAのとき, C1–C4は同値である.

(C1) 任意の初期解 x0 に対して, CR法は破綻せず,

かつ残差のR(A)成分が 0に収束する.

(C2) 任意の初期解 x0 に対して, CR法は破綻しない.

(C3) A11 := Q1
TAQ1の対称部M(A11)が定値である.

(C4) M(A)が半定値かつ rank M(A) = rankAである. �

[証明 ] C1 =⇒ C2 は自明.

C2 =⇒ C3 を対偶によって示す. すなわち,「 A11 := Q1
TAQ1の対称部M(A11)が定

値でない=⇒ ある初期近似解 x0 に対してCR法が破綻する」を示す.

M(A11)が定値でないと仮定すると,補題2.3より ∃v �= 0 ; (v, A11v) = 0.そこで,この

ような v に対して,「R(A)⊥ = ker A =⇒ A11 : 正則」(系 3.3)より, x1
0 = A11

−1(b1 −v)

とおき,初期解として x0 = Qx̃0 = Q


 x1

0

x2
0


となるようなものを選ぶと, A11x

1
0 = b1−v

より, r1
0 = b1 − A11x

1
0 = v �= 0となる. 従って, p1

0 = r1
0 = v �= 0より

(r1
0, A11p

1
0) = (v, A11v) = 0を得る.　

ここで, A11は正則, p1
0 �= 0よりA11p

1
0 �= 0である. 従って, (A11p

1
0, A11p

1
0) > 0より

α0 =
(r1

0, A11p
1
0)

(A11p1
0, A11p1

0)
= 0となり, r1

1 = r1
0 = p1

0となる. すると,

β0 = − (A11r
1
1, A11p

1
0)

(A11p1
0, A11p1

0)
= −(A11p

1
0, A11p

1
0)

(A11p1
0, A11p1

0)
= −1となるので,

結局 p1
1 = r1

1 + β0p
1
0 = p1

0 − p1
0 = 0 となる. 従って, i = 1において r1

1 = r1
0 �= 0で残差

のR(A) 成分が 0に収束していないにもかかわらず, α1の分母 (A11p
1
1, A11p

1
1) = 0とな

り, CR法のアルゴリズムは破綻する.

よって, C2 =⇒ C3 が示された.

C3 =⇒ C1 が補題 3.9 (定理 3.14)であった.

また, C3 ⇐⇒ C4 は補題 3.12による.

従って, C1–C4 は同値である.

[注意] 係数行列 Aが正則な場合も補題 3.8より R(A)⊥ = ker Aが成り立つので, 定理

3.15はAが特異なときばかりでなく, 正則な場合も成り立つ. Aが正則な場合は以下の
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補題 3.17により, M(A11) = M(QTAQ) :定値⇐⇒ M(A) :定値となり, 定理 3.15は A

が正則な場合の定理 2.4に帰着する.

補題 3.17 Qを直交行列とすると, M(QTAQ) :定値⇐⇒ M(A) :定値. �

[証明 ] (x, M(A)x) = (x, Ax)より,

M(A)が正定値 ⇐⇒ (x, M(A)x) > 0 ∀x �= 0 ⇐⇒ (x, Ax) > 0 ∀x �= 0

⇐⇒ A : 正定値.

従って,

M(QTAQ) : 正定値⇐⇒ QTAQ : 正定値⇐⇒ (x, QTAQx) = (Qx, AQx) > 0 ∀x �= 0

⇐⇒ (y, Ay) > 0 ∀y �= 0 ⇐⇒ A :正定値⇐⇒ M(A) :正定値.

負定値の場合も同様.

[注意] [3]ではR(A)⊥ = kerAがGMRES 法が任意の初期近似解に対して破綻せずに

最小二乗解に収束するための必要十分条件であることを導いている.

最後に, CR法が収束する際の近似解の収束先について次の定理が成り立つ.

定理 3.18 R(A)⊥ = kerAのとき, CR法で残差のR(A)成分が 0 に収束するとき (最小
二乗解), 近似解 xiのR(A)成分x1

i はA11
−1b1に収束する.

さらに, b ∈ R(A)ならばxiの kerA成分x2
i はつねにx2

0に等しい. そのとき, 近似解

xiはQ1A11
−1QT

1 b + Q2Q
T
2 x0 に収束する.

さらに, x0の ker A成分 x2
0 = 0 (つまり x0 ∈ R(A))ならば, xiはノルム最小の最小

二乗解 (擬逆解) Q1A
−1
11 QT

1 bに収束する.

(ただし, A11 := QT
1 AQ1, b1 := QT

1 b, x2
0 := QT

2 x0で, x0は初期解である.) �

[証明 ] R(A)⊥ = ker Aの場合の分離されたCR法のアルゴリズム (3.9)のR(A)成分

はA11x
1 = b1にCR法を適用したものと考えられ, そのときA11は正則であるから, CR

法で残差のR(A)成分が 0 に収束するとき (最小二乗解), 近似解 xiのR(A)成分 x1
i は

A11
−1b1に収束する.

また, さらに b ∈ R(A)ならば, 分離された CR法のアルゴリズム (3.9)の ker A成分

において b2 = 0だから p2
i ≡ 0 (i ≥ 0), 従ってx2

i ≡ x2
0 (i ≥ 0)である. よって, CR法の

近似解 xi = Q1x
1
i + Q2x

2
i はQ1A11

−1QT
1 b + Q2Q

T
2 x0 に収束する.

さらに, x0の kerA成分 x2
0 = 0 ならば, x2

i ≡ x2
0 = 0 (i ≥ 0)より, xiはQ1A

−1
11 QT

1 b

に収束する. ところで, ‖x‖2
2 = xTx = ‖x1‖2

2 + ‖x2‖2
2 だから, 収束解を x∗とおくと,

‖x∗‖2
2 = ‖A11

−1b1‖2
2 + ‖x2

0‖2
2 だから, これは, 解のノルムが最小の最小二乗解 (擬逆解)

になっている.

17



従って, R(A)⊥ = kerAかつM(A11)が定値かつ b ∈ R(A) のときは, 初期解を例えば

x0 = 0とおけば, CR法による近似解は擬逆解に収束する. なお, 定理 3.18と同様のこ

とがGMRES法に対して [3] で示されている.

3.4 R(A)⊥ �= kerAの場合の収束定理

次に, [1]の拡張としてR(A)⊥ �= ker Aの場合を考える. このときは, 定理 3.2より, 変

換QTAQを用いてもA12 = 0 とならないので, 変換QTAQを用いてもCR法をR(A)成

分とR(A)⊥成分に分離することはできない.

そこで, R(A)⊥ = kerAとは限らない一般の場合は, Q = [Q1, Q2]の他に

u1, · · · , ur : (ker A)⊥の正規直交基底,

ur+1, · · · , un : ker Aの正規直交基底,

U1 := [u1, · · · , ur] : n × r行列,

U2 := [ur+1, · · · , un] : n × (n − r)行列,

U := [U1, U2] : n × nの直交行列

とおく. (次元定理より dim(ker A)⊥ = dimR(A) = rに注意.)

すると, 以下の補題が成り立つ.

補題 3.19

Ã′ := QTAU =


 Q1

TAU1 0

0 0


 .

�

[証明 ]

QTAU =


 Q1

T

Q2
T


 A [U1U2] =


 Q1

TAU1 Q1
TAU2

Q2
TAU1 Q2

TAU2




において, U2 : ker A =⇒ AU2 = 0 =⇒ Q1
TAU2 = 0, Q2

TAU2 = 0.

また, AU1 ⊂ R(A), Q2 : R(A)⊥ =⇒ Q2
TAU1 = 0.

補題 3.20 A′
11 := Q1

TAU1は r × rの正則行列である. �

[証明 ] A′
11 := Q1

TAU1 =
[
Q1

TAu1, · · · , Q1
TAur

]
より,

A′
11が正則⇐⇒

[
r∑

i=1

ci(Q1
TAui) = 0 =⇒ ci = 0 (1 ≤ i ≤ r)

]

である. ところで,
r∑

i=1

ci(Q1
TAui) = Q1

TA(
r∑

i=1

ciui) ,

18



R(A) � A(
r∑

i=1

ciui) =
r∑

i=1

diqi

に注意すると,

r∑
i=1

ci(Q1
TAui) = Q1

T
r∑

i=1

diqi =




q1
T

...

qr
T




r∑
i=1

diqi =




d1

...

dr




を得る. 従って,

r∑
i=1

ci(Q1
TAui) = 0 ⇐⇒




d1

...

dr


 =




0
...

0


 ⇐⇒ A

(
r∑

i=1

ciui

)
= 0 ⇐⇒

r∑
i=1

ciui ∈ ker A ⇐⇒
r∑

i=1

ciui =
n∑

j=r+1

c′juj =⇒ c1 = · · · = cr = 0

を得る. (最後の=⇒はu1, · · · , unの一次独立性による.) 従ってA′
11は正則である.

そこで, (2.2)の CR法のアルゴリズムで用いられているベクトル b, r は, (3.5)のよ

うにR(A)の成分とR(A)⊥の成分とに分離する. 一方, x, p は

x̃ = UTx =


 U1

Tx

U2
Tx


 =


 x1

x2


 , x = Ux̃ = U


 x1

x2


 ,

p̃ = UTp =


 U1

Tp

U2
Tp


 =


 p1

p2


 , p = U p̃ = U


 p1

p2




(3.15)

のように (kerA)⊥の成分 ( u1, · · · , ur で展開して得られる成分 x1, p1)と kerAの成分

( ur+1, · · · , unで展開して得られる成分 x2, p2) とに分離する.

すると,

QTAx = QTAUUTx =


 A′

11 0

0 0





 x1

x2


 =


 A′

11x
1

0




より

r̃ =


 r1

r2


 = QTr = QTb − QTAx =


 b1 − A′

11x
1

b2




を得る.

変換 (3.5),(3.15)を (2.2)のCR法のアルゴリズムに適用する. その際,

pi+1 = ri+1 + βipi ⇐⇒ p̃i+1 = UTQr̃i+1 + βip̃i
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⇐⇒ p1
i+1 = U1

T(Q1r
1
i+1 + Q2b

2) + βip
1
i , p2

i+1 = U2
T(Q1r

1
i+1 + Q2b

2) + βip
2
i ,

及び,

(r, Ap) = (Qr̃, AU p̃) = (r̃, QTAU p̃) = (r̃, Ã′p̃) = (r1, A′
11p

1) ,

(Ap, Ap) = (QTAU p̃, QTAU p̃) = (Ã′p̃, Ã′p̃) = (A′
11p

1, A′
11p

1) ,

(Ar, Ap) = (QÃ′UTQr̃, QÃ′p̃) = (Ã′UTQr̃, Ã′p̃) = (A′
11U

T
1 (Q1r

1 + Q2b
2), A′

11p
1)

などに注意するとCR法を以下のように部分的に分離することができる.

部分的に分離されたCR法のアルゴリズム (R(A)⊥ �= ker Aも含めた一般の場合)

初期近似解x0を選ぶ.

b1 = Q1
Tb b2 = Q2

Tb

x1
0 = U1

Tx0 x2
0 = U2

Tx0

r1
0 = b1 − A′

11x
1
0 r2

0 = b2

p1
0 = U1

T(Q1r
1
0 + Q2b

2) p2
0 = U2

T(Q1r
1
0 + Q2b

2)

i = 0, 1, . . .に対して残差のR(A)成分 (r1)が収束するまで以下を繰り返す.

αi =
(r1

i , A′
11p

1
i )

(A′
11p

1
i , A′

11p
1
i )

x1
i+1 = x1

i + αip
1
i x2

i+1 = x2
i + αip

2
i

r1
i+1 = r1

i − αiA
′
11p

1
i r2

i+1 = b2

βi = −(A′
11U1

T(Q1r
1
i+1 + Q2b

2), A′
11p

1
i )

(A′
11p

1
i , A′

11p
1
i )

p1
i+1 = U1

T(Q1r
1
i+1 + Q2b

2) + βip
1
i p2

i+1 = U2
T(Q1r

1
i+1 + Q2b

2) + βip
2
i

上記のアルゴリズムの左側の成分に着目すると, βiや p1
i+1の計算で b2を含む項があ

るため, アルゴリズムが複雑になり, 分離が完全でない. そこで, b2 = Q2
Tb = 0, つま

り b ∈ R(A)となり右辺項が像空間に含まれる場合を考えると次のように簡単になる.
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部分的に分離されたCR法のアルゴリズム

(R(A)⊥ �= ker Aも含めた一般の場合で b ∈ R(A)の場合)

初期近似解x0を選ぶ.

b1 = Q1
Tb b2 = Q2

Tb = 0

x1
0 = U1

Tx0 x2
0 = U2

Tx0

r1
0 = b1 − A′

11x
1
0 r2

0 = b2 = 0

p1
0 = U1

TQ1r
1
0 p2

0 = U2
TQ1r

1
0

i = 0, 1, . . .に対して残差のR(A)成分 (r1)が収束するまで以下を繰り返す.

αi =
(r1

i , A′
11p

1
i )

(A′
11p

1
i , A′

11p
1
i )

x1
i+1 = x1

i + αip
1
i x2

i+1 = x2
i + αip

2
i

r1
i+1 = r1

i − αiA
′
11p

1
i r2

i+1 = b2 = 0

βi = −(A′
11U1

TQ1r
1
i+1, A′

11p
1
i )

(A′
11p

1
i , A′

11p
1
i )

p1
i+1 = U1

TQ1r
1
i+1 + βip

1
i p2

i+1 = U2
TQ1r

1
i+1 + βip

2
i

(3.16)

さらに, 分離されたアルゴリズムの収束性を議論するために, 上記のアルゴリズムの

左側の成分だけを取り出し, 簡単のため

A := A′
11 = Q1

TAU1, B := U1
TQ1 ∈ Rr×r

及び

x := x1, p := p1, r := r1 ∈ Rr

とおくと次のようなRrでの「修正された」CR法のアルゴリズムを得る.
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修正されたCR法のアルゴリズム

初期近似解 x0を選ぶ.

r0 = b − Ax0

p0 = Br0

i = 0, 1, . . .に対して残差 (r)が収束するまで以下を繰り返す.

αi =
(ri, Api)

(Api, Api)

xi+1 = xi + αi pi

ri+1 = ri − αiApi

βi = −(ABri+1, Api)

(Api, Api)

pi+1 = Bri+1 + βi pi

(3.17)

(上記の修正されたCR法のアルゴリズムでB = Iとおいたものが (2.2)の標準的なCR

法に相当する.)

ここで次の補題が成り立つ.

補題 3.21 U1
TQ1 : 正則 ⇐⇒ R(A)⊥ ⊕ ker A = Rn . �

[証明 ]

U1
TQ1 =

[
U1

Tq1, · · · , U1
Tqr

]
: 正則

⇐⇒
[

r∑
i=1

ci(U1
Tqi) = U1

T

(
r∑

i=1

ciqi

)
= 0 =⇒ c1 = · · · = cr = 0

]

⇐⇒
[
x =

r∑
i=1

ciqi ∈ R(A) ∩ kerA =⇒ x = 0

]

⇐⇒ R(A) ∩ ker A = {0}
⇐⇒


 x =

r∑
i=1

ciqi =
n∑

j=r+1

djuj =⇒ x = 0




⇐⇒

 r∑

i=1

ciqi −
n∑

j=r+1

djuj = 0 =⇒ c1 = · · · cr = dr+1 = · · ·dn = 0




⇐⇒ q1, · · · , qr, ur+1, · · · , un は一次独立

⇐⇒ R(A) ⊕ ker A = Rn .

さらに以下の補題が成り立つ. (注: (2.2)の標準的なCR法では以下でB = Iとおい

た補題が成り立つ [7].)
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補題 3.22 修正されたCR法 (3.17)において

(1) (Api, Api−1) = 0 (i ≥ 1),

(2) (Api, Api) ≤ (ABri, ABri) (i ≥ 0),

(3) (ri, Api−1) = 0 (i ≥ 1),

(4) (ri, Api) = (ri, ABri) (i ≥ 0)

が成り立つ. �

[証明 ]

(1) i ≥ 1に対して, pi = Bri + βi−1pi−1よりApi = ABri + βi−1Api−1を得る. 従っ

て, i ≥ 1に対して

(Api, Api−1) = (ABri + βi−1Api−1, Api−1)

= (ABri, Api−1) + βi−1(Api−1, Api−1)

= (ABri, Api−1) −
(ABri, Api−1)

(Api−1, Api−1)
(Api−1, Api−1)

= 0

を得る.

(2) (1)と同様にして i ≥ 1に対して

(Api, Api) = (ABri + βi−1Api−1, ABri + βi−1Api−1)

= (ABri, ABri) + 2βi−1(ABri, Api−1) + β2
i−1(Api−1, Api−1)

= (ABri, ABri) − 2(ABri, Api−1)
2

(Api−1, Api−1)
+

(ABri, Api−1)
2

(Api−1, Api−1)
2
(Api−1, Api−1)

= (ABri, ABri) − (ABri, Api−1)
2

(Api−1, Api−1)

≤ (ABri, ABri).

ただし, 最後の不等式でA := A′
11 : 正則, pi−1 �= 0を用いた. また, pi−1 = 0のときは,

pi = Bri =⇒ Api = ABri =⇒ (Api, Api) = (ABri, ABri).

また, i = 0のときは p0 = Br0より (Ap0, Ap0) = (ABr0, ABr0).

(3) i ≥ 1に対して ri = ri−1 − αi−1Api−1より

(ri, Api−1) = (ri−1 − αi−1Api−1, Api−1)

= (ri−1, Api−1) − αi−1(Api−1, Api−1)

= 0.

(4) i = 0のときは, p0 = Br0より (r0, Ap0) = (r0, ABr0).

i ≥ 1のときは, pi = Bri + βi−1pi−1よりApi = ABri + βi−1Api−1. 従って,

(ri, Api) = (ri, ABri) + βi−1(ri, Api−1) = (ri, ABri). ただし, 最後の等号は上記 (3)に

よる.
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上記の補題 3.22を用いると次の補題を得る.

補題 3.23 修正されたCR法 (3.17)において

‖ri+1‖2
2

‖ri‖2
2 ≤ 1 −

{
(ri, Cri)

(ri, ri)

}2
(ri, ri)

(Cri, Cri)

が成り立つ. ただし, C := ABである. �

[証明 ] まず, 修正されたCR法のアルゴリズム (3.17)より,

‖ri+1‖2
2 = (ri+1, ri+1)

= (ri − αiApi, ri − αiApi)

= ‖ri‖2
2 − 2αi(ri, Api) + αi

2(Api, Api)

= ‖ri‖2
2 − (ri, Api)

2

(Api, Api)
.

従って, 補題 3.22の (4),(2)より

‖ri+1‖2
2

‖ri‖2
2 = 1 − (ri, Api)

2

(ri, ri)(Api, Api)

= 1 − (ri, ABri)
2

(ri, ri)(Api, Api)

≤ 1 − (ri, ABri)
2

(ri, ri)(ABri, ABri)

= 1 −
{

(ri, ABri)

(ri, ri)

}2
(ri, ri)

(ABri, ABri)

= 1 −
{

(ri, Cri)

(ri, ri)

}2
(ri, ri)

(Cri, Cri)

を得る.

さらに, 次の補題を得る.

補題 3.24 修正されたCR法 (3.17)において

‖ri+1‖2
2

‖ri‖2
2 ≤ 1 − λmin(M)2

λmax(CTC)
.

ただし, M :=
C + CT

2
である. �

[証明 ] M = MTより, ∃U = [u1, · · · , ur] ∈ Rr×r; UTU = I,

U−1MU =




λ1 0. . .

0 λr


 .
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つまり, Mui = λiui (1 ≤ i ≤ r).

そこで, r =
r∑

i=1

ciui とおくと, Mr =
r∑

i=1

ciλiui となるから,

(r, Cr) = (r, Mr) = (
r∑

i=1

ciui ,
r∑

j=1

cjλjuj ) =
r∑

i=1

λici
2,

(r, r) =
r∑

i=1

ci
2

より

(r, Cr)

(r, r)
=

r∑
i=1

λici
2

r∑
j=1

cj
2

を得る. ここで, 一般性を失うことなく
r∑

j=1

cj
2 = 1 とおくと,

{
(r, Cr)

(r, r)

}2

=

(
r∑

i=1

λici
2

)2

≥ λmin(M)2

を得る.

同様にして
(Cr, Cr)

(r, r)
=

(r, CTCr)

(r, r)
≤ λmax(C

TC),

従って
1

λmax(CTC)
≤ (r, r)

(r, CTCr)

を得る.

以上をまとめると,
‖ri+1‖2

2

‖ri‖2
2 ≤ 1 − λmin(M)2

λmax(CTC)

を得る.

以上よりR(A) ⊕ ker A = Rn, b ∈ R(A)の場合の次の収束定理を得る. ( M(C)が定

値 =⇒ C : 正則=⇒ B : 正則⇐⇒ R(A) ⊕ ker A = Rnに注意. )

定理 3.25 A′
11 = Q1

TAU1, B := U1
TQ1, C := A′

11B, M(C) :=
C + CT

2
とする. こ

のとき, M(C)が定値かつ b ∈ R(A)ならば, 部分的に分離されたCR法のアルゴリズム

(3.16)において次のいずれかが成り立つ.
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1. ある l ≥ 0が存在して, p1
i �= 0 (0 ≤ i < l), r1

l = 0となる. さらに, 0 ≤ i < l に対

して　　　　
‖r1

i+1‖2
2

‖r1
i ‖2

2 ≤ 1 − {λmin(M(C))}2

λmax(CTC)
(3.18)

が成り立つ.

2. 全ての i ≥ 0に対してp1
i �= 0,かつ r1

i �= 0であって, 式 (3.18)が成り立つ. �

[証明 ] 部分的に分離された CR法のアルゴリズム (3.16)が破綻しないこと, つまり,

r1
l �= 0 =⇒ p1

l �= 0 (l ≥ 0),あるいはその対偶: p1
l = 0 =⇒ r1

l = 0を示せばよい. これ

は以下により示される. まず, 補題 3.22より

(r1
l , A

′
11p

1
l ) = (r1

l , A
′
11Br1

l ) = (r1
l , Cr1

l ) = (r1
l , Mr1

l ).

従って p1
l = 0ならば (r1

l , Mr1
l ) = 0であるが, M は定値の仮定より r1

l = 0を得る.

最後に, 特異な系に対する次の収束定理を得る.

定理 3.26 R(A) ⊕ ker A = Rn, b ∈ R(A)のとき, C1–C3は同値である.

(C1) 任意の初期解 x0 に対して, CR法は破綻せず, かつ残差のR(A)成分が 0に収

束する.

(C2) 任意の初期解 x0 に対して, CR法は破綻しない.

(C3) M(C)が定値である.

ただし, M(C) :=
C + CT

2
, C := A′

11B, A′
11 := Q1

TAU1, B := U1
TQ1である. �

[証明 ] C1 =⇒ C2 は自明.

C2 =⇒ C3 を対偶によって示す. すなわち,「 M(C)が定値でない =⇒ ある初期近似
解 x0 に対してCR法が破綻する」を示す.

M(A11)が定値でないと仮定すると, 補題 2.3より ∃v �= 0 ; (v, Cv) = 0. そこで, この

ような v に対して, 補題 3.20よりA′
11は正則なので, 修正されたCR法 (3.17)において

x1
0 = A′

11
−1(b1−v)とおくと, CR初期解は x0 = Ux̃0 = U


 x1

0

x2
0


となり, A′

11x
1
0 = b1−v

より, r1
0 = b1 − A′

11x
1
0 = v �= 0となる. ここで, 補題 3.21よりB = UT

1 Q1は正則だか

ら p1
0 = Br1

0 = v �= 0となる. 従って (r1
0, A

′
11p

1
0) = (v, A′

11v) = (v, Cv) = 0を得る.　

ここで, A′
11は正則, p1

0 �= 0よりA′
11p

1
0 �= 0である. 従って, (A′

11p
1
0, A

′
11p

1
0) > 0より

α0 =
(r1

0, A
′
11p

1
0)

(A′
11p

1
0, A

′
11p

1
0)

= 0となり, r1
1 = r1

0, Br1
1 = Br1

0 = p1
0となる. すると,

β0 = − (A′
11r

1
1, A

′
11p

1
0)

(A′
11p

1
0, A

′
11p

1
0)

= −(A′
11p

1
0, A

′
11p

1
0)

(A′
11p

1
0, A

′
11p

1
0)

= −1 となるので,
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結局 p1
1 = Br1

1 + β0p
1
0 = Br1

0 −Br1
0 = 0 となる. 従って, i = 1において r1

1 = r1
0 �= 0で

残差のR(A)成分が 0に収束していないにもかかわらず, α1の分母 (A′
11p

1
1, A

′
11p

1
1) = 0

となり, CR法のアルゴリズムは破綻する.

よって, C2 =⇒ C3 が示された.

最後に, C3 =⇒ C1 が補題 3.9 (定理 3.25)であった. 従って, C1–C3 は同値である.

[注意] [3]ではR(A)⊕ ker A = Rn, b ∈ R(A)ならばGMRES法が任意の初期近似解
に対して破綻せずに最小二乗解に収束することを示している.

[注意] R(A)⊥ = ker Aのときは U1 = Q1ととることができ,

そのときB = UT
1 Q1 = QT

1 Q1 = Ir (ただし, Irは r × rの単位行列)となる.

また, A′
11 = UT

1 AQ1 = QT
1 AQ1 = A11, C = A′

11B = A11, M(C) = M(A11)となる.

ところで, R(A) ⊕ ker A = Rn かつ b ∈ R(A)の場合で, CR法により残差のR(A)成

分が 0 に収束する場合は, 部分的に分離されたCR法のアルゴリズム ( 3.16 ) および定

理 3.25, 3.26からもわかるように, 近似解の (ker A)⊥成分 x1
i はA′

11
−1b1に収束する.

3.5 収束定理のまとめ

以上 3章で得られた特異な系に対するCR法の収束性に関する定理をまとめると次の

ようになる.

まず, n × nの実係数行列Aの集合の包含関係は

Rn×n ⊃ {A ∈ Rn×n|R(A) ⊕ ker(A) = Rn} ⊃ {A ∈ Rn×n|R(A)⊥ = ker A}

となっており,

R(A) ⊕ ker(A) = Rn ⇐⇒ B := UT
1 Q1 :正則⇐⇒ A11 := QT

1 AQ1 :正則

及び

R(A)⊥ = ker A ⇐⇒ A12 = 0

が成り立つ.

また,

M(C) : 定値 =⇒ C : 正則=⇒ B : 正則 よりM(C) : 定値 =⇒ R(A) ⊕ ker(A) = Rn

を得る. 従って,

{A ∈ Rn×n|M(C) :定値 } ⊂ {A ∈ Rn×n|R(A) ⊕ ker(A) = Rn}

である.
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収束性に関しては, まず R(A)⊥ = kerA かつ A の対称部 M(A) が半定値かつ

rank M(A) = rankAならばCR法は任意の右辺 b及び初期近似解x0に対して破綻せず,

残差のR(A) 成分が 0に収束し, そのとき最小二乗解が得られる. さらに x0 ∈ R(A)の

ときは近似解はノルム最小の最小二乗解 (擬逆解)に収束する.

また, R(A)⊕ kerA = RnかつM(C) :定値かつ b ∈ R(A) ならばCR法は任意の初期

近似解x0に対して破綻せず, 残差のR(A) 成分が 0に収束し, そのとき最小二乗解が得

られる.

3.6 例

最後に, 文献 [1]に挙げられた例についてCR法の収束性をを改めて分析する. 常微分

方程式
d2u

dx2
+ β

du

dx
= f(x) (0 < x < 1)

に対して, 境界条件

1. 周期境界条件: u(0) = u(1)

または

2. Neumann境界条件:
du

dx

∣∣∣∣∣
x=0

=
du

dx

∣∣∣∣∣
x=1

= 0

を施した二点境界値問題を考える. これらの問題の離散近似として, 区間 [0,1]を (n− 1)

等分し, 微分を中心差分で近似する. ステップ ·サイズを h =
1

n − 1
,

xi := (i − 1)h (i = 1, · · · , n), とし, uiを u(xi)の近似とし, fi := f(xi)とする.

また, α± := 1 ± βh

2
とおく. 従って, α+ + α− = 2である.

3.6.1 周期境界条件

この場合は, 境界条件を u0 = un, un+1 = u1で近似すると, 離散化で得られる連立一

次方程式Au = f は

1

h2




−2 α+ α−
α− −2 α+ 0. . .

. . .
. . .

0 α− −2 α+

α+ α− −2







u1

u2

...

un−1

un




=




f1

f2

...

fn−1

fn




(3.19)

である.

このとき, Aは β = 0の場合を除いて非対称なn×n行列である. また, rankA = n−1

となり,行列Aは特異である. 従って,次元定理よりdim(ker A) = 1で, e = (1, 1, · · · , 1)T

とおくと, Ae = 0より, ker A = 〈e〉である.
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一方, A = (aij)として, (Au, e) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijuj =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

aij

)
uj = 0 ∀u ∈ Rnだか

ら, e ⊥ R(A)となり, e ∈ R(A)⊥である. さらに, dim R(A)⊥ = dim kerA = 1 より

R(A)⊥ = kerA = 〈e〉を得る.

また,

M(A) :=
A + AT

2
=

1

h2




−2 1 1

1 −2 1 0. . .
. . .

. . .

0 1 −2 1

1 1 −2




だから, Gerschgorinの定理より, M(A)の固有値は閉区間 [−4, 0]内にある. 従って,

M(A)は半負定値である. また, rank M(A) = rankA = n − 1 である.

よって, 定理 3.16より, この周期境界条件の場合に生じる連立一次方程式 ( 3.19 )に

CR法を適用した場合, 任意の初期解に対して破綻せず, 残差の R(A)成分は 0に収束

する.

さらに, f ∈ R(A) = (ker A)⊥ ⇐⇒ f ⊥ kerA = 〈e〉 ⇐⇒ (f , e) =
n∑

i=1

fi = 0 より,

n∑
i=1

fi = 0であれば f ∈ R(A)である. この場合, 定理 3.18より, 近似解は最小二乗解

Q1A11
−1QT

1 f + Q2Q
T
2 x0 に収束する. その上, x0 ∈ R(A)ならば, xiはノルム最小の最

小二乗解 (擬逆解)Q1A
−1
11 QT

1 f に収束する.

3.6.2 Neumann境界条件

この場合, 境界条件を−u1 + u2 = 0, un−1 − un = 0で近似すると, 離散化で得られる

連立一次方程式Au = f は

1

h2




−1 1 0
α− −2 α+

. . .
. . .

. . .

α− −2 α+

0 1 −1







u1

u2

...

un−1

un




=




0

f2

...

fn−1

0




である.

このとき, Aは β = 0の場合を除いて非対称なn×n行列である. また, rankA = n−1

となり, 行列 Aは特異である. 従って, dim(ker A) = 1で, Ae = 0より, kerA = 〈e〉で
ある.

一方, y =

(
1,

1

α−
,
α+

α2−
, · · · , αn−3

+

αn−2
−

,
αn−2

+

αn−2
−

)T

とおくと, yTA = 0Tより,
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yTAx = (y, Ax) = 0 ∀x ∈ Rn. 従って, y ∈ R(A)⊥である.

ところで, dim R(A)⊥ = ker A = 1より, R(A)⊥ = 〈y〉である.

従って, b = 0でない限りR(A)⊥ �= 〈e〉 = ker A,つまりR(A)⊥ �= ker Aとなる.

しかしながら, R(A)⊕ker A = Rnが成り立つ. なぜならば, ker A = 〈e〉, R(A) = 〈y〉⊥
より, ker A ⊕ R(A) = Rn ⇐⇒ 〈e〉 ⊂ R(A)でない⇐⇒ e ⊥ yでない⇐⇒ (e, y) �= 0だ

からである. というのは, α± = 1 ± bh

2
> 0より

(e, y) = 1 +
1

α−
+

α+

α2−
+ · · ·+ αn−3

+

αn−2
−

+
αn−2

+

αn−2
−

> 1だからである.

ここで, f ⊥ y ⇐⇒ (f , y) =
1

α−
f2 +

α+

α2−
f3 + · · ·+ αi−2

+

αi−1
−

fi + · · ·+ αn−3
+

αn−2
−

fn−1 = 0 を

充たすように f2, · · · , fn−1を選べば, f ∈ R(A)となる.

しかし, CR法が任意の初期解x0に対して破綻せずに残差のR(A)成分が 0に収束す

るための必要十分条件 (定理 3.26の条件 C3) であるM(C)の定値性を一般の場合に判

定するのは簡単ではない.

例えば, n = 3の場合は

A =




−4 4 0

4 − β −8 4 + β

0 4 −4




となる. 従って, ker A = 〈e〉より u3 = 1√
3
(1, 1, 1)T, それに直交する (kerA)⊥の正規直

交基底として例えばu1 = 1√
2
(1,−1, 0)T , u2 = 1√

6
(1,−1,−2)T をとると,

U1 =




1√
2

1√
6

− 1√
2

1√
6

0 − 2√
6




を得る.

また, R(A)⊥ = 〈y〉より, q3 = c3 ( 4 − β, 4, 4 + β )T, それに直交するR(A)の正規直

交基底として例えば

q1 = c1 (−4, 4 − β, 0 )T, q2 = c2 ( (4 − β)(4 + β), 4(4 + β), −β2 + 8β − 32 )T

をとる. ただし, ci > 0 (i = 1, 2, 3)は正規化のための定数である.

そこで, Q1 = [q1, q2], A′
11 = QT

1 AU1, B = UT
1 Q1, C = A′

11Bとおき, M(C) = (mij)

を求めると, 任意の実数 βに対してm11 < 0, det M(C) > 0となり, M(C)は負定値

であることが示せる.

4 まとめ

連立一次方程式Ax = bまたは最小二乗問題 min
x∈Rn

‖b − Ax‖2に対して,

R(A)⊥ = ker Aの場合は, 共役残差法 (CR法)をR(A)と kerAの成分に分離でき, その
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とき CR法が任意の右辺及び初期解に対して破綻なく収束するための必要十分条件は,

Aの対称部M(A)が半定値かつ rank M(A) = rankAであることを示し, そのとき最小

二乗解が得られることを示した. さらにx0 ∈ R(A)のときは近似解はノルム最小の最小

二乗解 (擬逆解)に収束する.

また, R(A) ⊕ ker A = Rnかつ b ∈ R(A)のときに, CR法が任意の初期近似解に対し

て破綻することなく最小二乗解に収束するための必要十分条件を導いた.

最後に, 上記の二つの場合に相当する二点境界値問題の差分近似の例を取り上げた.
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